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Sobre Números Amigáveis
Arquivo para a História da Teoria dos Números e da Lógica é 
uma coleção de trabalhos originais e traduções de obras 
clássicas referentes à história das duas referidas áreas da 
matemática. Na sua totalidade, a coleção pretende apresen-
tar recursos para a delineação do desenvolvimento histórico 
das duas mencionadas áreas, o esclarecimento das relações 
existentes entre ekas e a investigação de como essas duas 
áreas se inseriram nos contextos históricos, não somente da 
Matemática  em geral, mas também nos contextos históricos 
das culturas gerais das quais faziam parte nos vários está-
gios do seu desenvolvimento.
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Apresentação 
 
Com a publicação do presente trabalho, damos 
continuação à série Arquivo para a História da Teoria dos 
Números e da Lógica. As referidas áreas, além de serem 
altamente interessantes do ponto de vista matemático, são 
primordiais para essa ciência – são primordiais, de fato, em dois 
sentidos. Em primeiro lugar, são primordiais no sentido 
histórico, pois, embora fossem tematizadas matematicamente 
somente mais tarde, essas duas áreas da matemática foram as 
primeiras a ser utilizadas em larga escala pelo homem. Em 
segundo lugar, são primordiais no sentido arquitetônico, pois 
fornecem os primeiros princípios e métodos, sobre os quais toda 
a matemática contemporânea é edificada. As características aqui 
lembradas seriam justificativas suficientes para investigar com 
seriedade a história das duas áreas; não obstante, há pelo menos 
mais uma razão importante para se empenhar nesse 
empreendimento, a saber, a história das referidas áreas pode 
fornecer ao professor de Matemática inestimáveis recursos para 
o ensino dessa ciência. Assim sendo, esperamos que a presente 
série contribua tanto para esclarecer melhor a história da Teoria 
dos Números e da Lógica, quanto para possibilitar mais uso 
dessa história no ensino da matemática.  
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Enfatizamos, ainda, que unimos a Teoria dos Números 
com a Lógica na presente série porque sempre foram ligadas ao 
longo da história. Foi, por exemplo, dentro do contexto da 
Teoria dos Números que as importantíssimas técnicas lógicas de 
indução matemática e boa ordenação foram desenvolvidas e, se 
por ―números‖ entendemos não somente os naturais ou os 
inteiros, mas suas várias extensões, há um ponto em que a 
Lógica e a Teoria dos Números se confundem. Assim, não 
tentaremos entender essas duas áreas de matemática como sendo 
bem delimitadas e estreitamente compartimentalizadas dentro 
dessa ciência. De fato, um dos distintivos mais admiráveis da 
matemática é a maneira como suas subáreas interagem de 
formas inesperadas. Dessa forma, compreenderemos a Teoria 
dos Números e a Lógica de maneira bastante abrangente, 
situando-as, sempre que possível, dentro do contexto 
matemático maior; na verdade, nem sempre atentaremos para os 
limites dessa ciência, pois, quando apropriado, situaremos as 
referidas áreas dentro do contexto cultural maior das sociedades 
onde as achamos, pois a matemática é um parte – uma parte 
importante – da cultura maior e só podemos alcançar uma boa 
compreensão de uma ou outra se compreendermos como as duas 
se inter-relacionam. 
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A obra de Bahier é uma investigação de um dos assuntos 
mais antigos da matemática, triângulos pitagóricos, ou seja, 
triângulos retângulos cujos lados são medidos por números 
inteiros (positivos). Alguns desses triângulos, como o (3, 4, 5), 
foram conhecidos pelos antigos babilônios e egípcios. Era entre 
os pitagóricos, especialmente com Platão, porém, que os 
referidos triângulos foram investigados mais intensivamente, 
pois se tornaram fundamentais para o desenvolvimento das suas 
filosofias. Figuram também entre os problemas da Aritmética de 
Diofanto e, quando esse livro foi traduzido para latim na era 
moderna, no pensamento de Fermat. Um contemporâneo e 
correspondente deste, Frenicle de Bessy, publicou 
(postumamente), em 1676 uma pequena obra, contendo 41 
proposições sobre triângulos pitagóricos; é Volume 6 do nosso 
Arquivo. A presente obra, porém, sendo muito mais rica e 
completa da do Frenicle, é uma bela introdução à teoria dos 
triângulos pitagóricos.  
 
John A. Fossa 
Editor Geral dos Arquivos 
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Eugène Bahier e os Triângulos Pitagóricos 
 
 
         John A. Fossa
   
         Georgiane Amorim Silva 
 
 A história de problemas envolvendo triângulos 
retângulos remonta até a remota antiguidade. Segundo Høyrup 
(2002, p. 385) o Teorema de Pitágoras foi usado em nove 
problemas do corpus existente de textos matemáticos 
babilônicos, que datam, aliás, de uns mil anos antes do 
nascimento do próprio Pitágoras. Num deles, por exemplo, 
considera-se uma escada, de dado comprimento, apoiada contra 
uma parede e pede a distância que o pé da escada se afasta 
quando o topo dela desce certa distância (ver Høyrup, 2002, p. 
275). É até provável que os babilônios conheceram não somente 
triângulos pitagóricos (―triângulos retângulos em números 
inteiros‖, na frase usada por Bahier), mas também triângulos 
primitivos (ver Fossa, 2010). Outras civilizações antigas 
abordaram assuntos semelhantes1. 
                                                 
1 Para mais detalhes, ver Fossa (2010). 
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 Com o advento de Diofanto, no terceiro século2 da era 
cristã, aparece um novo tipo de problema envolvendo triângulos 
retângulos. Estes pedem triângulos que satisfaçam certas 
condições, estipuladas em cada problema. Vários problemas de 
Diofanto envolvendo triângulos retângulos não são formulados 
em termos desses triângulos. Problema 7 de Livro V da 
Aritmética de Diofanto, por exemplo, pede três números tais que 
o quadrado de qualquer um deles, somado a, ou diminuído por, a 
soma de todos os três, resulta num quadrado. A solução depende 
da obtenção de três triângulos retângulos tendo a mesma área, o 
que ele resolveu a parte como um lema (ver Heath, 1910). Nas 
suas resoluções, Diofanto só aceitava soluções inteiras ou 
racionais e se satisfazia com um único exemplo do quesito 
pedido. 
 Aparentemente a Aritmética de Diofanto não foi muito 
conhecida na Europa até que Claude Gaspar Bachet de Méziriac 
(1581-1638) fezesse uma tradução latina da referida obra. De 
fato, o matemático alemão Johann Müller (1436-1476, mais 
conhecido como Regiomontanus3) reclamou que a Aritmética 
não pode ser achada. Por volta de 1570, o matemático italiano 
                                                 
2 Não tem muita certeza sobre a vida de Diofanto, mas geralmente se aceita que 
nasceu por volta de 200 e faleceu por volta de 284. 
3 Isto é, Johann Müller de Königsberg (―da montanha do rei‖) foi latinizado para 
Regiomontanus (―da montanha do rei‖). 
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Rafael Bombelli (1526-1572) fez uma tradução da maior parte 
da referida obra e, embora ela não fosse publicada, incluiu 
muitos problemas dela na sua Álgebra (1579). O humanista 
alemão Wilhelm Holzmann (1532-1576, também conhecido 
como Xylander4) publicou uma tradução da Aritmética em 1575. 
A tradução de Bachet, publicada em 1621, beneficiou-se tanto 
do trabalho de Bombelli, quanto do de Holzmann e acabou 
sendo a versão da Aritmética mais conhecida na comunidade 
matemática dos séculos XVII e XVIII. De fato, foi sob a 
influência de Bachet e, especialmente, a de Pierre de Fermat 
(1601-1665) – que conheceu a referida obra de Diofanto através 
da tradução de Bachet –, que os problemas de Diofanto foram 
reconceituados para admitir apenas soluções inteiras 
(geralmente positivas) e exigir a solução geral. 
 Fermat resolveu muitos desses problemas reconceituados 
e até utilizou, em várias das suas demonstrações, um novo 
método de demonstração, por ele idealizado, denominado 
―decida ao infinito‖. Isto consiste em assumir algo como sendo 
verdadeiro para um inteiro positivo qualquer e mostrar que, em 
consequência, o mesmo seria verdadeiro para um inteiro 
positivo estritamente menor do que o original; visto que o 
                                                 
4 Xylander (―homem da floresta‖) é a forma grega de Holzmann (―homem da 
floresta‖). 
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argumento pode ser reiterado quantas vezes que quisesse, isto 
implica que há um número infinito de inteiros positivos menores 
do que o inteiro original. Dessa contradição, conclui-se que a 
suposição original é falsa. Fermat cientificou esses resultados 
aos colegas através da sua correspondência com eles, no entanto, 
não publicou qualquer tratado sobre o assunto. Outros 
matemáticos contemporâneos a Fermat, contudo, incluíram 
vários dos seus resultados – com ou sem o devido 
reconhecimento da fonte original – nos seus escritos. Em relação 
aos triângulos pitagóricos, alguns dos mais importantes 
resultados de Fermat foram incluídos no pequeno livro do 
matemático amador francês Bernard Frenicle de Bessy (1605?-
1675), intitulado Traité des Triangles rectangles en Nombres,5 
que foi publicado postumamente em 1676. 
 O livro de Frenicle é elaborado com uma estrutura 
bastante parecida com a dos Elementos de Euclides e contém 41 
proposições numeradas, sendo várias delas identificadas como 
lemas, aos quais são acrescentadas várias ―consequências‖ (isto 
é, corolários). Tratam-se, basicamente, de certas propriedades 
elementares sobre a divisibilidade e sobre somas de quadrados, 
geradores de triângulos e a fórmula babilônica para os triângulos 
                                                 
5 Para uma tradução comentado da referida obra de Frenicle, ver Volume 6 do 
presente Arquivo. 
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primitivos, algumas identidades algébricas a serem usadas nos 
seus argumentos posteriores, questões sobre a paridade dos 
lados de triângulos primitivos, bem como fatores desses lados, e 
problemas pedindo triângulos que satisfazem condições 
estipuladas (dentro dos quais consta o importante teorema de 
Fermat que afirma que não há triângulo pitagórico cuja área é 
um quadrado perfeito ou o dobro de um quadrado perfeito). Da 
menção feita por Bahier do livro de Frenicle na introdução ao 
seu próprio livro, parece claro que a intenção dele é retomar o 
assunto abordado por Frenicle, acrescentando os avanços feitos 
desde a publicação deste e dispondo o material de forma 
sistemática, o que, de fato, fez com bastante sucesso. 
 No primeiro capítulo, então, Bahier define e exemplifica 
os termos básicos a serem usados na investigação de triângulos 
pitagóricos, deriva a fórmula paramétrica babilônica para gerar 
todos os triângulos primitivos e deduz algumas consequências 
simples referentes à divisibilidade dos lados e da área. Para 
tanto, usa vários resultados da Teoria Elementar dos Números, 
supostos conhecidos, sendo os seguintes os mais importantes6: 
a°b e a°c  a°(xb+yc), n ímpar  n2 = 8k+1, decomposição 
em números primos. 
                                                 
6 A notação a°b significa ―a divide b‖. 
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 O segundo capítulo é dedicado a um estudo de triângulos 
primitivos. Inicia-se com a demonstração de que para todo n t 3, 
há pelo menos um triângulo primitivo com um cateto n. Como 
casos particulares, deduz as fórmulas conhecidas na antiguidade 
como a ―fórmula de Pitágoras‖ e a ―fórmula de Platão‖ (sendo a 
primeira obtida por geradores de tipo (k, k–1) e a segunda por 
geradores de tipo (k, 1)). Indica, ainda, como encontrar todos os 
triângulos pitagóricos com um dado valor como cateto, 
menciona algumas estatísticas sobre esses triângulos e refere o 
leitor à dois tábuas contidas no apêndice do livro. 
 A primeira, Tábua I, pretende listar todos os triângulos 
primitivos que têm pelo menos um cateto com medida n, onde 3 
d n d 300. Há, no entanto, alguns pequenos erros na tábua. 
Assim, o triângulo (140, 4899, 4901) é listado como (140, 3899, 
4901) e o triângulo (153, 11704, 11705) é listado como (153, 
1704, 11705). Ocorre na lista o triângulo (212, 2780, 2788) que 
claramente não é primitivo, mas também nem é retângulo. No 
lugar dele, deveria ter o triângulo (212, 2805, 2813), que não 
consta na lista. O referido triângulo é obtido através dos 
geradores (53, 2). Finalmente, há (276, 5757, 5765), o que não é 
retângulo. O correto, que não consta na lista, é (276, 4757, 
4765), que é gerado por (69, 2). 
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 A segunda das referidas tábuas (a Tábua II) é uma lista 
de todos os triângulos primitivos tendo 840 num cateto. A ideia 
básica da construção da tábua é a determinação dos possíveis 
geradores a partir da decomposição em fatores primos de 840 = 
        . No caso dos triângulos primitivos, sendo 840 par, é 
necessário que 840 = 2xy, onde x e y são primos entre si e de 
paridade oposta. Isso só pode ser feito nas seguintes oito 
maneiras: 
 
x y (u, v) 
         (105, 4) 
         (35, 12) 
         (21, 20) 
         (28, 15) 
       7 (60, 7) 
       5 (84, 5) 
       3 (140, 3) 
         1 (420, 1) 
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Para facilitar os cálculos, listamos os geradores como um par 
ordenado, sendo u = máx{x, y} e v = mín{x, y}. Os triângulos 
assim gerados são marcados, na Tábua II, com a letra p. 
 Com referência aos triângulos secundários, a estratégia é 
considerar os fatores de 840 e, para cada um, determinar os 
triângulos primitivos contendo o fator como um cateto. Desta 
forma, listamos os fatores de 840, em pares, da seguinte 
maneira: 
 
1 2 3 4 5 6 7 8 
840 420 280 210 168 140 120 105 
 
10 12 14 15 20 21 24 28 
84 70 60 56 42 40 35 30 
 
Visto que já temos os triângulos primitivos contendo 840 como 
cateto e que nem 1, nem 2, é contido em qualquer triângulo 
pitagórico, podemos desconsiderar esses três fatores. Para os 
fatores pares, usamos a fórmula para o lado par e procedemos 
como feito no parágrafo anterior. Observamos, porém, que 
alguns fatores pares não fornecem triângulos primitivos porque 
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só têm um único fator 2. Assim, quando colocamos, por 
exemplo, 2xy = 210, a equação se simplifica para xy = 105 e não 
podemos encontrar dois fatores de 105 de paridade oposta. Para 
os fatores ímpares, usamos a fórmula para o lado ímpar (   
  ) e procedemos de forma análoga. Dada a Tábua I, contudo, o 
processo poderá ser simplificado. Referente ao fator três, por 
exemplo, verificamos, da Tábua I, que há um único triângulo 
primitivo contendo 3 num cateto, a saber, (3, 4, 5). Ao 
multiplicar esse triângulo por 280, obtemos (840, 1120, 1400). 
Novamente, para o fator 4, usamos o triângulo (4, 3, 5) e 
multiplicamos por 210, obtendo (840, 630, 1050). Quando há 
mais do que um triângulo primitivo contendo um fator como 
cateto, a quantidade correspondente de triângulos secundários é 
obtida. Para o fator 12, por exemplo, temos: 
70(12, 5, 13)   = (840, 350, 910) 
70(12, 35, 37) = (840, 2450, 2590). 
 Bahier mostra como a quantidade de triângulos, 
primitivos e secundários, contendo o número n como cateto, 
pode ser calculada da decomposição de n em números primos e 
finaliza o capítulo por mostrar como encontrar os geradores de 
um dado triângulo. Visto, porém, que nem todo triângulo 
secundário tem geradores inteiros, permite que os geradores 
sejam números irracionais. Desta forma, todo triângulo 
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pitagórico tem geradores da forma,   √   √ ), onde x, y, m 
são inteiros positivos. 
 No Capítulo III, Bahier investiga, em relação à 
hipotenusa, questões semelhantes às quais ele havia investigado, 
em relação aos catetos, no Capítulo II. Sua abordagem é através 
da representação como uma soma de dois quadrados, mas 
apenas cita, sem demonstrar, o resultado fundamental, de que, se 
n é um primo da forma 4k+1, então n é a soma de dois 
quadrados. O fato de que         não garante, porém, que 
n seja uma hipotenusa de um triângulo primitivo; é também 
necessário que x e y sejam primos entre si e de paridade 
diferente. Mas, demonstra que, se n é da forma 4k+3, então n 
não pode ser a hipotenusa de um triângulo primitivo. Finaliza o 
capítulo com a resolução de três problemas, a saber, (1) 
encontrar p triângulos com a mesma hipotenusa, (2) encontrar 
hipotenusas que são somas de dois quadrados e também 
quadrados perfeitos, e (3) encontrar triângulos da forma (a, b, 
b+1). 
 Bahier inicia o quarto capítulo por deduzir expressões 
algébricas, em termos dos geradores, para vários conceitos 
geométricos relacionados aos triângulos pitagóricos. As mais 
importantes dessas expressões para os conteúdos a serem 
abordados no restante da obra são as de perímetro, área e altura. 
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Em seguida, aborda o teorema (atribuído a Fermat) de que a área 
de um triângulo pitagórico não pode ser um quadrado perfeito, 
nem a metade de um quadrado perfeito. A demonstração é feita 
pela técnica de decida ao infinito, uma técnica criada por Fermat 
e usada por Frenicle (seguindo Fermat) para demonstrar essa 
mesma proposição. 
A referida técnica de demonstração é parecida com uma 
indução inversa, visto que deduz algo sobre o número n–k a 
partir do número n, em vez de deduzir algo sobre n+1 a partir de 
n (onde n, k  N). Também parece com a redução ao absurdo, 
visto que refuta uma proposição por mostrar que sua suposição 
leva a uma contradição. Para ver a estrutura dessa técnica, seja 
P(n) uma proposição sobre o número natural n. Então, temos: 
 
   )      )                , 
    )      )                 , 
    )      )                 , 
  
Assim, há infinitos   , o que é absurdo. 
Logo, P(n) é falsa. 
 
Em relação ao teorema exposto no parágrafo anterior, o 
que Fermat fez foi mostrar que se houvesse um triângulo 
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pitagórico de hipotenusa n com área quadrada (isto é a 
proposição P(n)), também haveria outro triângulo pitagórico de 
hipotenusa menor. Mas, visto que o raciocínio pode ser repetido 
quantas vezes que queremos, isto implica que há uma cadeia 
infinita de tais triângulos, cada um com hipotenusa menor que o 
anterior. Isto é impossível, pois só há um número finito de 
números naturais menores que n. Desta forma, não pode existir 
qualquer triângulo pitagórico com área quadrada. 
Em contraste à área, existem triângulos pitagóricos cuja 
altura é um número quadrado. Esses triângulos, bem como, 
triângulos cujos lados estão em progressão aritmética, são 
discutidos no final do capítulo.  
No Capítulo V, Bahier resolve três problemas 
relacionados a triângulos pitagóricos utilizando sequências 
dadas pela regra              . Para cada pN, há uma 
família de sequências, cada uma das quais é determinada pelos 
valores iniciais de    e   . Quando      e     , a 
sequência que resulta é chamada ―sequência fundamental‖ 
relacionada ao valor de p. Desta forma, a sequência fundamental 
para p = 1 é a sequencia de Fibonacci e a sequencia fundamental 
para p = 2 é a seguinte: 
  ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,     , ... 
 0,   1,   2,    5,  12,  29,  70,  169, ..., 
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que Bahier nomeia ―sequência de Pell‖. Antes de voltar sua 
atenção para os triângulos, ele deduz várias propriedades destas 
sequências, por exemplo, que 
               , 
e ainda faz algumas aplicações, por exemplo, mostra como 
encontrar números que são tanto triangulares, quanto quadrados. 
 O primeiro problema referente a triângulos pitagóricos 
que Bahier aborda é o de encontrar triângulos em que os catetos 
são números consecutivos. É quase imediato que a sequência de 
Pell resolve o problema se tomamos, como geradores, dois 
elementos consecutivos (excetuando   ). Tomando, por 
exemplo,                 , temos           e 
2xy = 120. Interessantemente, não é necessário calcular o valor 
da hipotenusa, pois, conforme a propriedade mencionada no 
parágrafo anterior, este valor é dado pela própria sequência de 
Pell; no caso em aprecio, a hipotenusa é            . 
 O segundo problema do quinto capítulo é a determinação 
de triângulos primitivos, nos quais a diferença dos catetos é 
qualquer dado número, ou seja,       . Visto que, num 
triângulo primitivo, os catetos são de paridade oposta, é evidente 
que o problema não pode ser resolvido para todo valor de p e, de 
fato, Bahier determina os valores que admitem soluções. Dado o 
fato de que a sua exposição é bastante clara, limitar-nos-emos 
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aqui a exibir um exemplo. Para tanto, observamos que os 
geradores dos triângulos procurados formam uma sequência, cuja 
regra de formação é 
(*)                        . 
Assim, procuramos soluções da equação 
                . 
Exemplificamos com p = 7. Lembrando que, por serem 
geradores de um triângulo pitagórico,         devem ser primos 
entre si e de paridade diferente, tentamos             . De 
fato,                        . Assim, usando 
os referidos valores como valores iniciais, calculamos, usando 
(*), a sequência 
4, 9, 22, 53 ... 
Evidentemente, 4 não é o menor elemento da sequência e, 
portanto, calculamos os elementos anteriores sempre usando (*), 
enquanto os elementos calculados satisfazem as condições 
              . Assim, 9–24 = 1, enquanto 4–21 = 2 e 
1–22 = –3. Mas, –3+2 < 0. Desta forma, obtemos a sequência 
2, 1, 4, 9, 22, 53 ... 
Ao usar os elementos sucessivos desta sequência, partindo do 
menor elemento positivo dela, como geradores, obtemos 
triângulos do tipo procurado. Os primeiros resultados podem ser 
sistematizados da seguinte forma: 
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n m  
       
       
       
a–b 
  4   1         17         8       15   –7 
  9   4         97         72       65     7 
22   9       565       396     403   –7 
53 22     3293     2332   2325     7 
 
 Outros triângulos do mesmo tipo são obtidos por usar a 
sequência conjugada. Sendo         os primeiros dois elementos 
da sequência original, obtém-se a sequência conjugada por 
aplicar a regra (*) aos valores iniciais         , ou seja, no 
exemplo, a –1 e 2. Obtemos, assim, 
–1, 2, 3, 8, 19, 46, ... 
Tomamos, como geradores, os elementos sucessivos desta 
sequência, começando com o segundo elemento. Os primeiros 
resultados são os seguintes: 
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n m  
       
       
       
a–b 
  3   2         13       12           5     7 
  8   3         73       48         55   –7 
19   8       425     304       297     7 
46 18     2477   1748     1755   –7 
 
 Referente a uma sequência, seja ela a sequência original 
ou a conjugada, Bahier define a sequência derivada. São usadas 
na resolução do terceiro e último problema abordado no quinto 
capítulo, a saber, a determinação de triângulos primitivos cujos 
catetos somam a um determinado número (a+b = m). Para tanto, 
então, define a sequência derivada pela seguinte relação: 
          . 
 Como aconteceu no caso da diferença dos catetos, nem 
todos os números são admissíveis como a sua soma. 
Exemplificaremos apenas o caso básico, em que a soma (m) é 
um número primo admissível, digamos m = 7. Neste caso, há 
uma única solução, dada pela condição que       . 
Começamos, então, com a sequência, já exposta, para p = 7 e 
calculamos a sequência derivada usando a referida regra: 
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 s-1 s0 s1 s2 s3 s4 
Sequencia 
original 
–3   2 1 4   9 22 
Sequência 
derivada 
 –1 3 5 13 31 
  t0 t1 t2 t3 t4 
 
Observamos que para calcular t0 é necessário calcular s–1, 
o que é, no presente caso, conforme já vimos, –3. Constatamos 
que a condição        se satisfaz apenas para o valor de n = 
1. Assim, tomamos como geradores, segundo a regra deduzida 
por Bahier, os valores                       . 
Assim, o triângulo primitivo com a soma de catetos = 7 é 
                  )        ). 
 Quando m não é um número primo, há mais soluções, 
mas há sempre um número finito delas, como é detalhado no 
final do capítulo. 
 No Capítulo VI, Bahier aborda três problemas básicos. O 
primeiro é a determinação dos triângulos cujo perímetro é igual 
à sua área. Só há duas soluções (5, 12, 13) e (6, 8, 10), sendo o 
primeiro primitivo e o segundo secundário. 
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 O segundo problema é a determinação de triângulos 
tendo um dado perímetro (= 2p). A investigação é por casos, 
dependendo da decomposição (genérica) em primos do semi-
perímetro, p. As condições de possibilidade da solução são 
derivadas e são indicadas soluções numéricas. Contudo, visto 
que os exemplos numéricos contidos no presente capítulo são 
apenas indicações, será interessante explicitar um deles para que 
se tenha uma visão mais completa do procedimento de Bahier. 
Escolhemos o primeiro exemplo substancial, o de triângulos 
cujo semi-perímetro é o produto de três primos, D, E, e J, não 
necessariamente distintos e cujos geradores são  
   √   
   √ , 
com m, n, q inteiros positivos, m > n e q>1. 
 Dado essas convenções, a fórmula geral para o semi-
perímetro é p = qm(m+n), o que implica, no caso sob 
consideração, que 
      )      
e, portanto, cada um dos fatores q, m e m+n é um número primo. 
Mas, visto que m > n, temos que 0 < n < m < m+n < 2m, o que 
implica em várias condições sobre os números primos D, E e J, 
dependendo das identificações feitas entre esses e os fatores de 
p, ou seja, q, m, e m+n. Bahier identifica cinco conjuntos de 
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condições que são ilustrados sucintamente no seu exemplo 
numérico, sempre mantendo, para fins de ilustração, D = 17 e D 
> E > J. Explicitaremos os cálculos para esses cinco casos. 
 
Caso 1: D < 2J. 
 Exemplo: D = 17 
       E = 13   17 < 211 
       J = 11. 
 
 Há três subcasos conforme q = D, q = E ou q = J. 
 
 Subcaso 1: q = D. 
 Visto que m+n > m, temos m+n = E e m = J. 
 Assim, obtemos 
     q =   17   
        m+n = 13 e    √    √   
     m =  11     √   √  . 
  logo, n = 2 
 Desta forma, gera-se o triângulo secundário  
                  )                )  
    = 17(117, 44, 125) 
 com semi-perímetro  
  p = qm(m+n) = DEJ = 171311 = 2431 
 e perímetro 
  2p = 4862. 
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   Subcaso 2: q = E. 
 Visto que m+n > m, temos m+n = D e m = J. 
 Assim, obtemos 
     q =   13   
        m+n = 17 e    √    √   
     m =  11     √   √  . 
  logo, n = 6 
 Desta forma, gera-se o triângulo secundário  
                  )                 )  
      = 13(85, 132, 157) 
 com semi-perímetro  
  p = qm(m+n) = DEJ = 171311 = 2431 
 e perímetro 
  2p = 4862. 
 
   Subcaso 3: q = J. 
 Visto que m+n > m, temos m+n = D e m = E. 
 Assim, obtemos 
     q =   11   
        m+n = 17 e    √    √   
     m =  13     √   √  . 
  logo, n = 4 
 Desta forma, gera-se o triângulo secundário  
                  )                 )  
     = 11(153, 104, 185) 
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 com semi-perímetro  
  p = qm(m+n) = DEJ = 171311 = 2431 
 e perímetro 
  2p = 4862. 
 
 Desta forma, dado o número 2171311 = 4862, 
encontra-se três triângulos distintos, todos secundários, com esse 
valor para seu perímetro.  
Caso 2: E < 2J < D < 2E. 
 Exemplo: D = 17 
       E = 11   11 < 27 < 17 < 211 
       J =   7. 
 
 Há dois subcasos conforme q = D, ou q = J. 
 Subcaso 1: q = D. 
 Visto que m+n > m, temos m+n = E e m = J. 
 Assim, obtemos 
     q =   17   
        m+n = 11 e    √   √   
     m =    7     √   √  . 
  logo, n = 4 
 Desta forma, gera-se o triângulo secundário  
                  )               )  
    = 17(33, 56, 65) 
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 com semi-perímetro  
  p = qm(m+n) = DEJ = 17117 = 1309 
 e perímetro 
  2p = 2618. 
 
   Subcaso 2: q = J. 
 Visto que m+n > m, temos m+n = D e m = E. 
 Assim, obtemos 
     q =    7   
        m+n = 17 e    √    √  
     m =  11     √   √ . 
  logo, n = 6 
 Desta forma, gera-se o triângulo secundário  
                  )               )  
    = 7(85, 132, 157) 
 com semi-perímetro  
  p = qm(m+n) = DEJ = 17117 = 1309 
 e perímetro 
  2p = 2618. 
 
 Desta forma, dado o número 217117 = 2618, encontra-
se dois triângulos distintos, ambos secundários, com esse valor 
para seu perímetro.  
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 Observamos ainda que não é possível ter, no presente 
caso, q = E = 11, pois então teríamos m+n =17 e m = 7. Em 
consequência, teríamos n = 10 > m, contra a hipótese de que m > 
n. 
 
Caso 3: 2J < E < D < 2E. 
 Exemplo: D = 17 
       E = 11   23 < 11 < 17 < 211 
       J =   3. 
 
 Nesse caso, q = J. 
 Visto que m+n > m, temos m+n = D e m = E. 
 Assim, obtemos 
     q =    3   
        m+n = 17 e    √    √  
     m =  11     √   √ . 
  logo, n = 6 
 Desta forma, gera-se o triângulo secundário  
                  )              )  
    = 3(85, 132, 157) 
 com semi-perímetro  
  p = qm(m+n) = DEJ = 17113 = 561 
 e perímetro 
  2p = 1122. 
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 Desta forma, dado o número 217113 = 1122, encontra-
se um único triângulo, secundário, com esse valor para seu 
perímetro.  
 Observamos ainda que não é possível ter, no presente 
caso, q = D = 17, nem q = E = 11, pois então teríamos m < n. 
 
Caso 4: E < 2J < 2E < D. 
 Exemplo: D = 17 
       E =   7   7 < 25 < 27 < 17 
       J =   5. 
 
 Nesse caso, q = D. 
 Visto que m+n > m, temos m+n = E e m = J. 
 Assim, obtemos 
     q =  17   
        m+n =  7 e    √   √   
     m =   5     √   √  . 
  logo, n = 2 
 Desta forma, gera-se o triângulo secundário  
                  )              )  
    = 17(21, 20, 29) 
 com semi-perímetro  
  p = qm(m+n) = DEJ = 1775 = 595 
 e perímetro 
  2p = 1190. 
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 Desta forma, dado o número 217113 = 1122, encontra-
se um único triângulo, secundário, com esse valor para seu 
perímetro.  
 Observamos ainda que não é possível ter, no presente 
caso, q = D = 17, nem q = E = 11, pois então teríamos m < n. 
 
Caso 5: 2J < E < 2E < D. 
 Exemplo: D = 17 
       E =   7   23 < 7 < 27 < 17 
       J =   3. 
 
 Nesse caso, não há solução, pois para cada uma das três 
possíveis escolhas para q, resulta que m < n, contrário a 
hipótese. Com efeito, lembrando que m+n > m, temos 
     q =  17     q =    7      q =    3 
  m+n =  7 ou m+n = 17  ou   m+n = 17 
    m =   3     m =   3     m =   7 
 logo, n = 4  logo, n = 14  logo, n = 10. 
Desta forma, dado o número 21773 = 714, não há 
triângulo algum com esse valor para seu perímetro.  
O terceiro e último problema do sexto capítulo é a 
determinação de quais triângulos pitagóricos tem um perímetro 
que é um número quadrado. O método é parecido ao usado no 
problema anterior: deduzir as condições de possibilidade e 
determinar os geradores compatíveis com estas. 
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O Capítulo VII inicia com uma investigação de grupos 
de três triângulos pitagóricos com a mesma área. Em seguida, 
generaliza o problema para contemplar grupos de n triângulos. 
Finalmente, investiga o problema de encontrar três triângulos 
pitagóricos cujas áreas são iguais aos três lados de um quarto 
triângulo pitagórico. A abordagem segue a de Frenicle e Fermat. 
Capítulo VIII consiste em dez problemas independentes 
relacionados a triângulos pitagóricos. São parecidos com 
problemas propostos por Diofanto. Problema V.7 de Diofanto, 
por exemplo, é basicamente igual ao Problema 1 de Bahier com 
n = 3. Os problemas de Diofanto explicitamente relacionados 
com triângulos pitagóricos, porém, geralmente ou envolvem um 
parâmetro ou condições adicionais. Assim, Problema 2 de 
Bahier pede que a área mais um lado seja um quadrado, 
enquanto Diofanto pede, no Problema VI.3, que a área mais um 
dado número seja um quadrado e, no Problema VI.17, que a área 
mais a hipotenusa seja um quadrado e que o perímetro seja um 
cubo. Em qualquer caso, Bahier parece ter obtido os problemas 
de Fermat e Frenicle. 
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Em relação ao Problema 2, será interessante calcular 
explicitamente os valores de p e q para os 23 casos incluídos na 
Tabua do texto7. Sistematizamos estes da seguinte maneira: 
linha q p  linha q p 
1 2 1  12 3 18 
2 2 2  13 2 22 
3 1 5  14 1 23 
4 2 5  15 3 27 
5 2 5  16 2 28 
6 1 5  17 2 35 
7 1 6  18 1 35 
8 5 8  19 1 35 
9 6 9  20 2 40 
10 2 13  21 10 42 
11 6 18  22 1 51 
 23 1 70 
                                                 
7 Ver o texto de Bahier, Capítulo VIII, Problema 2, ―método comum‖. 
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 Observamos que os mesmos valores de p e q podem 
gerar mais do que uma solução dependendo dos valores dos 
fatores de  
   
  
 na equação 
          )      )          )
  
  
   
  
. 
Assim, para q = 2, p = 5, temos 12p(3p–1) = 840 = 292–1 e, 
portanto, 
          )      )          )
  
    
 
    . 
Desta forma, precisamos de dois inteiros                 que 
satisfazem a referida equação. Visto que 210 = 2357, podemos 
investigar todas as possibilidades ao considerar os divisores de 
210. Para tanto, calculamos a lista de divisores de 210: 
D = {210, 105, 70, 42, 35, 30, 21, 15, 14, 10, 7, 6, 5, 3, 2, 1}. 
Então teremos x', y'D, com x' > y', constatamos que a grande 
maioria de possibilidades é eliminada de imediato porque 
x'+y'D. Restam apenas 13 possibilidades que são resumidas na 
seguinte tabela: 
 
x' y' x'+y' x'–y' x'y'(x'–y')(x'+y') 
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70 35 105 35 *  
35 7 42 28 *  
30 5 35 25 *  
21 14 35 7 *  
15 6 21 9 *  
14 7 21 7 *  
10 5 15 5 *  
7 3 10 4 *  
6 1 7 5 210 
5 2 7 3 210 
5 1 6 4 *  
3 2 5 1 30 
2 1 3 1 6 
 
 As nove possibilidades assinaladas com um asterisco 
também são eliminadas, pois, para elas, x'–y'D. Das quatro 
restantes, o produto dos fatores é igual a 210 somente em dos 
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casos, o de x' = 6, y' = 1 e o de x' = 5, y' = 2. Lembrando que os 
geradores dos triângulos são dados pelas relações 
    √  
    √ , 
obtemos, no primeiro caso, 
   √   
  √   
e, no segundo, 
   √   
   √  . 
Assim, os dois triângulos gerados, ou seja,               
  ) são 
(70, 24, 74) 
(42, 40, 58). 
Desta forma, ambos resultam do caso q = 2, p = 5 e ambos têm 
área 840, sendo que 840+1 = 292. Observamos ainda que Bahier 
achou um terceiro triângulo com a mesma área, sendo, porém, q 
= 1, p = 5. 
O prisma mencionado na discussão do Problema 5 é o 
seguinte: 
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Observamos que a diagonal interna desse prisma se 
relaciona aos lados do mesmo da seguinte forma: 
                  . 
Pode acontecer, no entanto, que a relação seja uma de 
igualdade, como no seguinte exemplo 
               . 
 
 
 
 
 
Neste caso, temos um exemplo de um quaterno 
pitagórico, ou seja, quatro números inteiros positivos (a, b, c, d) 
tais que            . Bahier investiga quaternos 
pitagóricos no último capítulo da sua obra. O maior termo (d) é 
análogo à hipotenusa de um triângulo pitagórico e é 
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denominado, por Bahier, de ―número diagonal‖. Mostra que 
toda número inteiro, maior ou igual a 3, exceto potências de 2 e 
seus produtos por 5 (isto é,     ), é o número diagonal de 
algum quaterno pitagórico. 
O livro de Bahier termina com três tábuas de informação 
numérica. A primeira é uma lista de triângulos primitivos com 
catetos até 300. Quando ambos os catetos são menores de, ou 
iguais a, 300, o triângulo é listado duas vezes, uma vez como (a, 
b, c) e outra como (b, a, c). Isto facilita a procura de certos tipos 
de informação, como, por exemplo, o número de triângulos 
tendo um cateto de 84. A segunda vez que um triângulo aparece 
na lista ele é posto em itálico. A segunda tábua é uma lista de 
todos os triângulos pitagóricos, primitivos ou não, tendo um 
cateto de 840. A terceira e última tábua é uma lista dos 
primeiros elementos das sequências do tipo               
para os valores admissíveis de        até p = 113. 
Há algumas pequenas incorreções nestas tábuas. Foram 
corrigidas na tradução, mas o texto original é fornecido nas 
notas. 
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INTRODUÇÃO 
 
 O problema da investigação das propriedades dos grupos 
de três números inteiros1 ligados pela relação a +b  = c  (cuja 
interpretação geométrica consiste em considerar triângulos 
retângulos cujos três lados são mensuráveis por números 
inteiros), apesar da sua aparente futilidade e a provável falta de 
aplicações práticas, tem interessado célebres matemáticos desde 
muito tempo. A sua origem remonta a PLATÃO (429-348 a.C.), 
que apresentou uma fórmula de soluções para todo número par, 
e até a PITÁGORAS (mais de 500 anos a.C.), que indicou uma que 
apresenta soluções para termos ímpares.2 
 Um pouco mais tarde que Platão, EUCLIDES (330-275) 
apresentou a fórmula fundamental que reúne todas as soluções 
possíveis, expressa em função de dois números geradores, que 
podem ser dois números inteiros quaisquer, porém diferentes. 
 DIOFANTO (primeira metade do século IV) estudou um 
grande número de propriedades dos triângulos retângulos em 
                                                 
1 Nota dos Trad.: Aqui, como no resto do presente trabalho, entende-se ―números 
inteiros positivos‖. 
2 Nota dos Trad.: A formulação de Bahier é um pouco impreciso. A fórmula de Platão 
afirma que ―            ) será terno pitagórico sempre que n for inteiro par t 
2‖; a de Pitágoras afirma que ―(   
 
     )  
 
     )) será terno pitagórico 
sempre que n for inteiro ímpar t 3‖. 
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números racionais, e BACHET DE MEZIRIAC (1581-1638), ao 
traduzir e comentar a obra de Diofanto, fez uma importante 
contribuição; o grande matemático francês FERMAT (1601-1665) 
retomou esse estudo e deixou a marca de sua genialidade. À ele 
deve-se, em particular, a demonstração do importante teorema: 
A área de um triângulo retângulo em números inteiros nunca é 
igual a um quadrado nem à metade de um quadrado; e também 
a solução do problema geral: Encontrar n triângulos retângulos 
em números inteiros que possuam a mesma área. Antes de 
Fermat, pensava-se que esse problema era impossível para n 
maior que 3. 
 FRENICLE DE BESSY, contemporâneo e amigo de Fermat, 
escreveu um Tratado dos triângulos retângulos em números, e 
devem-se também a ele numerosas aplicações, a esse problema, 
do seu método de Exclusões. 
 Recentemente, os progressos advindos à Teoria dos 
Números por Euler, Lagrange, Legendre, Gauss, etc., 
permitiram obter-se elegantes soluções de certas propriedades 
dos triângulos retângulos em números inteiros. 
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Enfim, EDOUARD LUCAS (1842-1891), que foi professor 
de Mathématiques Spéciales3 no Lycée Saint-Louis, em Paris 
(onde eu tive a honra de ser seu aluno), se propôs a tratar desse 
problema ao longo de sua bela obra sobre a Teoria dos 
Números. Infelizmente a mesma ficou inacabada, pois a morte 
levou o autor prematuramente, quando ele estava em plena 
posse de seu claro e original talento. Edouard LUCAS foi um 
grande admirador de Fermat. 
 Proponho, simplesmente, reunir nessa obra os mais 
notáveis dentre os numerosos problemas que a teoria dos 
triângulos retângulos em números inteiros pode fazer surgir, 
sendo vários dos quais já encontrados nas obras dos sábios cujos 
nomes citei. Empenhei-me em dar para esses problemas 
demonstrações simples, elementares, frequentemente 
sacrificando os métodos mais elegantes e mais concisos, 
fundados sob a teoria das congruências e a da Análise 
Indeterminada, das quais o estudo dos triângulos retângulos em 
números pode ser considerado como uma aplicação interessante. 
 Consagrei um longo capítulo ao seguinte problema: 
Encontrar todos os triângulos retângulos em números inteiros 
nos quais a diferença dos catetos é igual a um número dado. 
                                                 
3 Nota dos Trad.: Curso que visa preparar o aluno para o exame de seleção da Ecole 
normal supérieure e da Ecole polytechnique. 
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Acredito que até o presente momento, somente algumas 
soluções particulares têm sido dadas para esse problema e que 
ainda não foi publicado qualquer método geral sobre o mesmo. 
 Como veremos ao longo desse estudo, reconduzi à 
solução do problema: a−b = ±p, à da equação indeterminada do 
segundo grau z²−2y  = ±p, com as seguintes condições: z é 
impar; z e y são primos entre si. Indiquei para quais valores de p 
o problema é possível, e apontei que, se um único valor de y é 
conhecido, os outros valores de y, em número ilimitado, são 
obtidos por meio das sequências recorrentes nos quais três 
termos consecutivos são ligados pela relação 
un+1 = un−1 + 2un 
(sequências de Pell). 
 O último capítulo da obra é consagrado ao estudo 
sumário das soluções em números inteiros da equação 
indeterminada a +b +c  = d . 
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CAPÍTULO I 
DEFINIÇÕES E PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS 
 
1. Definições: Triângulos primitivos; triângulos 
secundários. – Convém primeiramente explicitar o que 
chamamos triângulo retângulo em números inteiros: é um 
triângulo retângulo cujos três lados, mensurados conforme uma 
unidade convenientemente escolhida, podem ser expressas por 
números inteiros.  
Se, por exemplo, tomemos o metro como unidade de 
medida, o triângulo retângulo tendo como catetos  
a = 3 metros e b = 4 metros, 
terá como hipotenusa  
c = 5 metros, 
porque a relação geral  
c  = a +b  
que caracteriza os triângulos retângulos, traduzida em números, 
resultará nesse caso particular  
c  = 3 +4  = 5 . 
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O triângulo considerado, portanto, é um triângulo 
retângulo em números inteiros. 
Será o mesmo com todos os triângulos semelhantes a 
esse, escolhendo convenientemente a unidade de medida. 
Essa definição, traduzida em linguagem aritmética, nos 
conduz, por conseguinte, à consideração das soluções em 
números inteiros da relação.  
(1)                                          
que existe entre os três lados de um triângulo retângulo. 
[Ás vezes chama-se esse problema o ―problema dos três 
quadrados‖]. 
Sempre pode-se supor que os três números a, b e c são 
primos entre si, dois a dois, porque qualquer relação (1), na qual 
dois desses números tenham um divisor comum, pode ser 
reconduzida a uma relação mais simples, pois o referido divisor 
também dividirá o terceiro número. 
Chamaremos toda relação (1) em que a, b e c são 
números inteiros e primos entre si, dois a dois, de relação 
primitiva ou triângulo primitivo. 
A partir de qualquer relação primitiva, ao multiplicar os 
três números a, b e c por um mesmo número inteiro, pode-se 
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deduzir um número ilimitado de relações análogas, aos quais 
correspondem triângulos retângulos semelhantes. 
Por relação secundária ou triângulo secundário, 
entenderemos toda relação (1) que pode ser reconduzida a uma 
relação primitiva, dividindo os três termos pelo seu máximo 
divisor comum, sendo este um número maior que a unidade.  
Por conveniência linguística, utilizaremos correntemente, 
nesse estudo, a simples palavra ―triângulo‖. É entendido que ela 
sempre significará um triângulo retângulo em números inteiros. 
1° TEOREMA. — Se entre três números inteiros a, b e c, 
primos entre si, dois a dois, existe a relação         , os 
números a e b são sempre de paridades diferentes, e o número c 
é sempre ímpar. 
Primeiro, ambos a e b não podem ser pares, porque assim 
eles não seriam primos entre si. Ambos não podem ser ímpares, 
porque o quadrado de todo número ímpar é um múltiplo de 8, 
aumentado por uma unidade. 
Se tivéssemos 
a  = 8p+1 
b  = 8q+1, 
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a soma a +b  seria um múltiplo de 8 aumentado por dois. O 
número c  seria então simplesmente par, ou seja, não múltiplo de 
4, o que é impossível, porque todo número quadrado par é 
múltiplo de 4. 
Portanto, os números a e b são de paridades diferentes. O 
mesmo acontece com seus quadrados e, por consequência, a 
soma de seus quadrados, a saber c , é sempre ímpar, e enfim o 
próprio número c é ímpar. 
Isto estabelecido, poderemos sempre supor que, na 
relação primitiva  
(1)                                                                       ,  
o número a é ímpar e, assim, b sempre será par. 
Consideramos agora a identidade  
(2)                            (X–Y)  + 4XY = (X+Y)   
e pomos  
X–Y = a 
X+Y = c. 
Deduz-se: 
X = 
2
ac   
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Y = 
2
ac   
4XY = c a  
e, tendo em conta a relação (1), 
4XY = b . 
Se a relação (1) existe entre três números inteiros, a, b e 
c, primos entre si, dois a dois, sempre pode-se determinar os 
valores de X e Y em função dos números a, b e c. 
 
2° TEOREMA. — Os números X e Y são números inteiros, 
primos entre si e de paridade diferente. Além disso, cada um 
deles é um quadrado.4 
 
1° X e Y são inteiros, porque, sendo ambos c e a números 
ímpares, sua soma e sua diferença são números pares; 
2° X e Y são primos entre si, porque se eles tivessem um 
divisor comum, este dividiria sua soma c e sua diferença a, o que 
é contrário à hipótese inicial; 
                                                 
4 Nota dos Trad.: Aqui, como em vários outros lugares do texto, Bahier não reúne 
todas as condições dentro da formulação do teorema, visto que são mencionados no 
texto precedente. 
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3° X e Y são de paridades diferentes, porque se ambos 
fossem ímpares, sua soma c seria um número par, assim como a 
diferença a; 
4° X e Y são dois números quadrados. 
Com efeito, seu produto XY é igual à 
4
 b  = K  e, 
portanto, é um número quadrado. Ora, quando o produto de dois 
números inteiros, primos entre si, é um número quadrado, cada 
um dos dois fatores é necessariamente quadrado. 
Para demonstrá-lo, supomos o número K decomposto em 
seus fatores primos, ou seja: 
K = mαunβupγu ... 
Então, 
K  = m2αun2βup2γu ... = XY. 
Visto que os fatores primos, m, n, p, ..., não podem 
pertencer ao mesmo tempo a X e a Y, os expoentes dos fatores 
que figuram em X são os mesmos que esses fatores têm em K . O 
mesmo acontece com os fatores primos que pertencem à Y. 
Assim, X e Y são compostos exclusivamente de fatores 
primos com expoentes múltiplos de 2, o que nos leva à 
consequência de que esses dois números são quadrados. 
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2. Fórmula fundamental para a formação de todos os 
triângulos através de dois números geradores. — Visto que os 
números X e Y definidos acima são quadrados, a identidade (2) 
pode ser escrita da seguinte maneira: 
(3)                             (x y ) +(2xy)  = (x +y )  
pondo 
  √  
  √ . 
Se tomarmos, para valores de x e y, números inteiros, 
primos entre si e de paridades diferentes, obteremos valores 
inteiros para a, b, c, nas relações: 
(4)                                        a = x y  
(5)                                        b = 2xy  
(6)                                        c = x +y  
e esses valores irão satisfazer uma relação primitiva da forma 
(1)                                        a +b  = c . 
Reciprocamente, a qualquer relação primitiva da forma 
(1) sempre corresponderão valores inteiros bem definidos para x 
e y. Teremos: 
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  √
   
 
 
  √
   
 
   
Mas, estabelecemos acima que x  e y , ou seja X e Y, são 
números inteiros quadrados. Portanto, x e y serão inteiros. 
A fórmula (3), portanto, pode servir para estabelecer 
todas as relações primitivas da forma (1). 
Ela foi indicada por EUCLIDES.5 
Designaremos os valores associados a x e y pelo nome de 
números geradores. 
Toda relação da forma (1), mas não primitiva, é derivada 
de uma relação primitiva única α²+β² = γ², por multiplicação dos 
números α, β, γ, por um mesmo número inteiro. 
A fórmula fundamental (3) permite também obter todas 
as relações (1) secundárias, a partir das relações primitivas 
correspondentes. 
3. Algumas propriedades imediatas de triângulos 
primitivos. — 1° A relação (5) mostra que o número b sempre é 
                                                 
5 Nota dos Trad: Lema 1 à Proposição 29 do Livro X dos Elementos. 
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múltiplo de 4, visto que um dos números geradores x ou y 
sempre é par; 
2° A relação (6) mostra que o número da hipotenusa c é 
sempre a soma dos quadrados de dois números inteiros; 
3° Um dos números a ou b é sempre um múltiplo de 3. — 
Com efeito, se um dos dois números geradores x ou y é múltiplo 
de 3, o número b = 2xy também o é. 
Se nem x nem y são múltiplos de 3, cada um tem uma 
das formas 3p+1 ou 3p–1, e seus quadrados são da forma 3P+1. 
Portanto, a diferença destes quadrados, x –y  = a, é múltiplo de 
3; 
4° Se a é um número primo6 ou um número ímpar não 
múltiplo de 3, então b é múltiplo de 12. — Já vimos, com efeito, 
que b é sempre múltiplo de 4. Se, porém, a não é múltiplo de 3, 
b necessariamente é. Portanto, b é múltiplo de 12. 
5° Um dos três números a, b, c, sempre é múltiplo de 5. 
— Se um dos dois números geradores é múltiplo de 5, b também 
o é. 
Senão, os números x e y são de uma das quatro formas: 
                                                 
6 Nota dos Trad.: A condição de que a seja primo permite a construção do 
contraexemplo (3, 4, 5). A segunda condição basta. 
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5p+1,      5p–1,      5p+2      ou      5p–2. 
Seus quadrados são de uma das duas formas 
5P+1      ou      5P–1. 
Se x  e y  são da mesma forma, sua diferença a é 
múltiplo de 5. 
Se x  e y  são de formas diferentes, sua soma c é múltiplo 
de 5. 
6° O produto aub é sempre divisível por 12. — Isto é 
uma consequência imediata do fato de que b é sempre divisível 
por 4, e de que a ou b sempre é divisível por 3. 
COROLÁRIO — A área de um triângulo primitivo sempre 
é um múltiplo de 6. 
A expressão dessa área é, com efeito, s = 
2
ab . 
7° A diferença c–b e a soma c+b sempre são números 
quadrados ímpares. — Temos, com efeito, 
c–b = (x–y)  
c+b = (x+y) .  
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CAPÍTULO II 
INVESTIGAÇÃO SISTEMÁTICA DOS TRIÂNGULOS 
PRIMITIVOS 
 
1. Investigação sistemática dos triângulos primitivos 
através da fórmula fundamental. Generalidade dessa 
fórmula. — Primeiramente, é interessante estabelecer que todo 
número inteiro maior que 2, tomado como valor de a ou b, 
sempre corresponde a pelo menos um triângulo retângulo em 
números inteiros, ou seja, um grupo de três números inteiros 
ligados pela relação 
(1)                                           . 
1° Se o número escolhido é ímpar, tomando-o como valor 
de a, põe-se 
x y  = a,             a ≥ 3 
que pode ser escrito como 
(x+y)(xy) = a. 
Se fizermos 
x+y = a 
xy = 1, 
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deduziremos 
x = 
2
1a  
y = 
2
1a  
então 
b = 
2
1 a  
c = 
2
1 a . 
O triângulo obtido (a, b, c) sempre será primitivo, posto 
que os números geradores x e y são dois números inteiros 
consecutivos. 
2° Se o número escolhido é par (e maior que 2), tomando-
o como valor de b, põe-se 
2xy = b 
e faz-se 
x = 
2
b  
y = 1. 
Obteremos 
a = 1
4
 b  
c = 1
4
 b . 
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Se b é múltiplo de 4, x é par, e o triângulo obtido é 
primitivo. 
Se b é simplesmente par (ou seja, o dobro de um número 
ímpar), x é ímpar. O triângulo obtido é secundário; seus três 
lados são números pares. 
ALGUNS CASOS PARTICULARES. — Retomamos a 
identidade que constitui a fórmula fundamental em função dos 
números geradores:  
(3)                           (x y ) +(2xy)  = (x +y ) . 
1° Essa fórmula, fazendo y = 1, torna-se 
(x 1) +(2x)  = (x +1) . 
Todo valor par atribuído à x, com y = 1, fará surgir 
números a, b, c, primos entre si, dois a dois, isto é, um triângulo 
primitivo. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — x = 2 resulta no triângulo 
3 +4  = 5 . 
Esse é o menor triângulo em números inteiros. 
x = 4 resulta no triângulo 15 +8  = 17  
x = 6        ‖        ‖       ‖     35²+12² = 37². 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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2° Se, na fórmula (3), faz-se y = 2, torna-se 
(x 4) +(4x)  = (x +4) . 
Todo valor ímpar atribuído à x (a partir de x = 3), com y = 
2, fará surgir um triângulo primitivo. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS: 
x = 3 resulta no triângulo 5  + 12  = 13  
x = 5     ‖        ‖       ‖     21² + 20² = 29². 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
3° Se, na fórmula (3), faz-se x = y+1, então  
a = x y  = 2y+1. 
Os valores sucessivos de a, quando y assume os valores 
da sequência natural dos números inteiros, são, portanto, os da 
sequência dos números ímpares, a partir de 3, e todos os 
triângulos assim obtidos são primitivos.  
Os valores correspondentes obtidos para b e c verificam 
as seguintes relações simples: 
c = b+1 
b+c = a . 
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Pode-se determinar rapidamente os números a, b, c, 
unicamente em função de x, o qual toma todos os valores inteiros 
a partir de 2. Os valores de a são os números ímpares sucessivos. 
Além disso, tem-se 
2
)1(
4
 xxb . Isto é a expressão geral dos 
números triangulares, ou a soma dos primeiros x–1 números. 
Pode-se, portanto, construir uma Tábua que agrupa os 
valores associados de a, b e c em função de x, que nos permite 
calculá-los facilmente um após ao outro. Elaboramos essa Tábua 
(ver Tábua I) até o valor x = 25, ao qual corresponde o valor a = 
49. 
As duas primeiras colunas são constituídas pela sequência 
natural dos números inteiros, a primeira partindo de zero, e a 
segunda partindo de 1. 
A 3ª coluna contém a sequência dos números pares, a 
partir de zero. Os números dessa coluna são, portanto, os dobros 
dos números correspondentes na 1ª coluna. 
A 4ª coluna dá os valores sucessivos do número a, isto é, 
a sequência dos números ímpares. 
A 5ª coluna dá os valores correspondentes de b. O 
número de cada linha é o produto dos dois números situados na 
mesma linha nas 2ª e 3ª colunas. 
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Enfim, a 6ª coluna dá os valores correspondentes de c, 
obtidos adicionando a unidade aos valores de b que se encontram 
na mesma linha. 
Essa Tábua, fácil de construir, nos permite determinar 
rapidamente, para todo número ímpar tomado como valor de a, 
uma solução primitiva do problema dos três quadrados. 
Disto pode-se deduzir, ao multiplicar os números a, b e c 
por um mesmo número inteiro, um número ilimitado de soluções 
secundárias. 
Pode-se, portanto, obter um triângulo com todo número 
inteiro a partir de 3 (exceto, contudo, as potências de 2), tomado 
como valor de a. 
TÁBUA I 
x–1 x 2(x–1) (x–1)+x 
a 
2(x–1)x 
b 
b+1 
c 
  0   1   0   1       0       1 
  1   2   2   3       4       5 
  2   3   4   5     12     13 
  3   4   6   7     24     25 
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  4   5   8   9     40     41 
  5   6 10 11     60     61 
  6   7 12 13     84     85 
  7   8 14 15   112   113 
  8   9 16 17   144   145 
  9 10 18 19   180   181 
10 11 20 21   220   221 
11 12 22 23   264   265 
12 13 24 25   312   313 
13 14 26 27   364   365 
14 15 28 29   420   421 
15 16 30 31   480   481 
16 17 32 33   544   545 
17 18 34 35   612   613 
18 19 36 37   684   685 
19 20 38 39   760   761 
20 21 40 41   840   841 
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21 22 42 43   924   925 
22 23 44 45 1012 1013 
23 24 46 47 1104 1105 
24 25 48 49 1200 1201 
Observações — Os números a, formando a sequência natural dos 
números ímpares, terminam em 1, 3, 5, 7, 9, sucessivamente. A esse 
ponto de vista particular, o valor do número na posição das unidades 
repete, portanto, em períodos de 5. 
   Os números b correspondentes dessa Tábua terminam 
sucessivamente em: 0, 4, 2, 4, 0, e os números c sucessivamente em 
1, 5, 3, 5, 1. 
   Os números b e c, portanto, também se sucedem por períodos de 5 
e esses períodos são simétricos em relação ao número mediano das 
unidades. 
   Conclui-se que todo número b que aparece nessa Tábua terminará 
em 0, 2 ou 4, e que todo número c terminará em 1, 3 ou 5. 
 
Em relação aos números da forma 2n, considerados como 
valores de a, é evidente que não se pode obter triângulo algum, 
posto que eles não são múltiplos de um número ímpar, exceto a 
unidade. Mas se os consideramos como valores de b, cada um 
deles, a partir de n = 2, pode dar um triângulo secundário que se 
deduz do triângulo primitivo inicial 3 +4  = 5 . 
75 
 
Enfim, é conveniente recordar que um número par 
qualquer, múltiplo de 4, e, por consequência, toda potência de 2, 
a partir de 2 , ocorre em uma solução primitiva como valor de b, 
associado à um valor ímpar de a, assim como havíamos 
estabelecido acima na presente seção. 
CASO GERAL. — Conforme a relação (4), que dar o valor 
de a em função dos números geradores x e y, a = x y , vemos 
que a sempre pode ser considerado como um produto de dois 
fatores 
a = (x+y)(xy). 
Se escolhemos um número primo para o valor de a, como 
ele é decomposto de uma única maneira em um produto de dois 
fatores, a = au1, há, nesse caso, um único sistema possível de 
valores para x e y. Devemos necessariamente pôr 
x+y = a 
xy = 1 
do qual 
2
1 ax  
2
1 ay . 
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Há, portanto, um único triângulo possível e ele é 
evidentemente primitivo: 
   ( 
   
 
)
 
 ( 
   
 
)
 
  . 
Da mesma forma, as potências de um número primo só podem 
fornecer um único triângulo primitivo, posto que os dois fatores 
x+y e xy devem ser primos entre si. 
Mas se a é um número ímpar, nem primo, nem potência 
de um número primo, há varias soluções primitivas para o 
problema. Há tantos triângulos primitivos quantas maneiras 
possíveis de decompor o número a em um produto de dois 
fatores primos entre si. 
Dado um número a qualquer, ele é o produto de fatores 
primos, e pode-se escrever 
a = mαunβupγu...utW. 
Sabe-se que o número de maneiras em que se pode 
decompor a em produtos de dois fatores primos entre si é 
independente dos valores dos expoentes α, β, γ, ..., W, e que ele é 
o mesmo que para o número 
a´ = munupu...ut. 
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Sabe-se também que, se k é o número de fatores primos 
componentes m, n, p, ..., t, o número de decomposições de a´, e 
por consequência de a, em produtos de dois fatores primos entre 
si é a metade do número dos divisores de a´. Como esse último 
número é igual à 2k, há 2k–1 decomposições diferentes possíveis. 
2k–1 é, portanto, o número de triângulos primitivos que 
surgem a partir de um número ímpar a composto de k fatores 
primos diferentes. 
[Daremos mais adiante uma demonstração direta quando 
estudarmos o problema da determinação a priori do número total 
de triângulos que pode-se obter com um dado número tomado 
por valor de um dos lados do ângulo reto.] 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — 1° a = 15. 
Pode-se escrever  
a = 5×3 
Então, 
k = 2,            2k–1 = 2. 
Tem-se, com efeito, duas decomposições possíveis 
a = 15×1 
a = 5×3. 
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No primeiro caso, põe-se 
x+y = 15 
x–y = 1 
ou 
x = 8 
y = 7 
e em seguida 
b = 2×8×7 = 112 
c = 8 +7  = 113. 
No segundo caso, por-se-á 
x+y = 5 
x–y = 3 
ou 
x = 4 
y = 1 
e em seguida 
b = 2×4×1 =   8 
c = 4 +1    = 17 
2°                                             a = 1155 = 3×5×7×11. 
Então, 
k = 4,               2k–1 = 8. 
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Pode- se decompor o número 1155 de 8 maneiras 
diferentes em um produto de dois fatores primos entre si, o que 
dará 8 triângulos primitivos; indicamos abaixo os valores dos 
seus lados: 
a = 1155  = 1155×1  x = 578      y = 577    b = 667012    c = 667013 
 =   385×3  x = 194      y = 191    b =   74108    c =   74117 
 =   231×5  x = 118      y = 113    b =   26668    c =   26693 
 =   165×7  x =   86      y =   79    b =   13588    c =   13637 
 =   105×11  x =   58      y =   47    b =     5452    c =     5573 
 =     77×15  x =   46      y =   31    b =     2852    c =     3077 
 =     55×21  x =   38      y =   17    b =     1292    c =     1733 
 =     35×33  x =   34      y =     1     b =         68   c =     1157 
Pode-se propor determinar a priori qual será o menor 
número b que, associado à um determinado número a, fornecerá 
uma relação a +b  = c  em números inteiros. 
Destacamos, para começar, que isso é o mesmo que 
investigar o menor número c. 
Recordamos as relações 
a = x y  
c = x +y . 
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Se x y  é constante, o mínimo de x +y  corresponde ao 
valor y = 0, tendo em vista a identidade 
x +y  = x y +2y  = a+2y . 
Pode-se oferecer uma interpretação geométrica pra essa 
equação:  
A equação x y  = a representa uma hipérbole equilátera, 
 
 
Figura 1. 
tendo como centro a origem O das coordenadas, e como eixo 
transversal o eixo dos x (Figura 1). 
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x +y  é o quadrado da distância da origem O a um ponto 
P(x, y) da cônica. 
Se A é a vértice sobre Ox, o mínimo de OP é OA, o 
normal à hipérbole no vértice A, e esse mínimo corresponde, de 
fato, ao valor y = 0. Ainda mais, o comprimento OP cresce de 
uma forma contínua a partir do valor OA = a  até o infinito, ao 
mesmo tempo que y cresce a partir do zero até o infinito. 
No problema da Aritmética que estamos estudando, y não 
pode ser nulo, já que então haveria b = 0, c = a. Mas o menor 
número c após o valor c = a corresponderá ao menor valor não 
nulo que pode-se atribuir à y. 
Pomos, portanto,  
x+y = p 
xy = q 
com a condição de que 
p×q = a. 
Temos que 
y = 
2
qp  . 
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O menor valor de y corresponderá, portanto, ao menor 
valor de pq. 
Assim, dentre todas as maneiras possíveis de decompor o 
número a em um produto de dois fatores primos entre si, a que 
dará o menor triângulo será aquela em que a diferença entre os 
dois fatores é a menor. 
O problema geral da investigação sistemática de todos os 
triângulos retângulos em números inteiros que pode-se obter a 
partir de um número qualquer tomado como valor de um dos 
catetos, se resume então da seguinte maneira: 
Determina-se primeiramente os triângulos primitivos que 
resultam dos números ímpares sucessivos tomados como valores 
de a nas fórmulas estabelecidas acima. 
Se a é um número primo ou uma potência de um número 
primo, ele fornecerá apenas um único triângulo primitivo. 
Se a é o produto de vários fatores diferentes, haverá 
tantos triângulos primitivos quantas maneiras há de decompor a 
em um produto de dois fatores primos entre si. 
Cada triângulo primitivo assim obtido com os números 
ímpares pode gerar um número ilimitado de triângulos 
secundários, por multiplicar os lados a, b, c por um mesmo fator 
inteiro qualquer. 
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GENERALIDADE DA FÓRMULA FUNDAMENTAL. – O 
procedimento indicado acima dará todas as soluções possíveis; 
ele é, portanto, absolutamente geral. 
Devemos observar, contudo, que se, em vez de partir de 
um número ímpar qualquer para o valor de a, parte-se de um 
número par como o valor de b, obtém-se também as seguintes 
soluções: ou primitivas ou secundárias se b é múltiplo de 4, 
somente secundários se b é o dobro de um número ímpar. Mas, 
assim, reencontram-se sempre soluções já obtidas partindo dos 
números ímpares a. 
Com efeito, se b é múltiplo de 4 e dele surgir uma solução 
primitiva, ele é necessariamente associado a um número a impar. 
Se b, múltiplo de 4 novamente, gerar uma solução 
secundária, esse caso se reduz ao precedente ao dividir a, b e c 
por seu máximo divisor comum δ, e recai sob um valor ímpar 
para G
aa  ' . 
Se, enfim, b não é múltiplo de 4, mas simplesmente par, a 
solução secundária a qual chegou-se teria sido deduzida da 
solução, primitiva ou secundária, obtida fazendo 
2
' ba  , um 
número ímpar. 
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Essa observação é interessante no caso em que se propõe 
elaborar  uma  Tábua  contendo  todas  as  relações,  da  forma 
a +b  = c , que podem ser obtidas tomando os números inteiros 
sucessivos, a partir de 3, como valores de um dos termos a ou b. 
Se quiser registrar certos deles na sua ordem numérica na Tábua, 
será necessário investigar também os que podem ser obtidos com 
os números pares múltiplos de 4, considerando-os, não mais 
como múltiplos de números ímpares (exceção feita pelas 
potências de 2) e, assim, atendendo ao papel de a nas relações 
secundárias, mas como valores de b na fórmula, e associados aos 
números ímpares, às vezes muito grandes, nas diferentes 
relações, que podem ter em outras primitivas. 
Um exemplo numérico esclarecerá essas considerações: 
Supomos que chegamos, na construção da Tábua, ao ponto de 
registrar todos os triângulos possíveis com o número 28 tomado 
por valor de um dos catetos. 
Esse número 28, considerado primeiramente como o 
valor de a, fornecerá apenas um triângulo secundário, deduzido 
do triângulo primitivo único, já conhecido, de seu sub-múltiplo 
ímpar 7, isto é: 
7 +24  = 25  
donde calcula-se, pelo fator comum 4, o triângulo secundário 
28 +96  = 100 . 
85 
 
Mas 28 é também múltiplo de 4 e, considerado como tal, 
ele gera um segundo triângulo secundário, deduzido do triângulo 
primitivo em que 4 figura como valor de b, isto é: 
3 +4  = 5 . 
Deduz-se, pelo fator comum 7, o triângulo secundário 
21 +28  = 35 . 
Esse triângulo, no entanto, já teria sido registrado dentre os 
que foram gerados para o número 21, considerado como 
múltiplo de 3. 
Por fim, consideramos o número 28 como valor direto de 
b, e pomos 
b = 2xy = 28  
donde 
xy = 14 
Pode-se escrever então  
x = 14 
y = 1 
o que resulta em 
a = 195 
c = 197 
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ou ainda 
x = 7 
y = 2 
o que resulta em 
a = 45 
c = 53. 
Desta forma, obtêm-se dois novos triângulos com o 
número 28, e eles são primitivos. 
Esses dois triângulos primitivos seriam registrados mais 
tarde, no decorrer da elaboração da Tábua, quando chegarmos 
aos números ímpares a = 45 e, depois, a = 195. Mas há vantagem 
em averiguá-los partindo de b = 28, pois isso permite seu registro 
imediato para formar o grupo completo relacionado ao número 
28. 
Na prática, então, para estabelecer racionalmente um 
catálogo completo, é recomendável associar ao procedimento 
geral, consistindo em pesquisar os triângulos partindo dos 
números a = x²−y , o procedimento que consiste em considerar os 
números pares múltiplos de 4 como valores de b = 2xy, posto que 
eles frequentemente se relacionam com valores maiores de a. 
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Se estabelecemos assim a Tábua de todos os triângulos 
retângulos que pode-se obter com cada número inteiro, a partir 
de 3, tomado como valor de um dos catetos, seremos levados a 
registrar logo um número considerável de triângulos. Assim, de 
3 a 100, forma-se 339 triângulos, mas há apenas 276 diferentes, 
devido á permutação dos lados a e b. Desses 276 triângulos, 100 
são primitivos. 
Se continuarmos a Tábua até 200, forma-se 862 
triângulos, dos quais 711 são diferentes. Desses 711 triângulos, 
226 são primitivos. 
A Tábua I do fim da presente obra reúne todos os 366 
diferentes triângulos primitivos, que se obtém com os números 
inteiros, desde 3 até 300 inclusivamente, isto é, todos que se 
pode produzir a partir de todos os números ímpares e todos os 
múltiplos de 4. 
Esses 366 triângulos diferentes são escritos em 
algarismos comuns, sendo os dois primeiros números de cada 
linha os valores dos dois catetos e sendo o terceiro o valor da 
hipotenusa. O primeiro número é sempre aquele que 
corresponde ao menor lado. 
Os 54 triângulos que são escritos em algarismos itálicos 
menores, são os que são repetidos do primeiro grupo. O 
88 
 
primeiro número de cada linha de triângulos em caracteres 
itálicos é, portanto, maior que o segundo, devido à permutação 
dos lados a e b. 
Observação. — O número de triângulos que se pode 
obter com um mesmo número, tomado como valor de um dos 
catetos, é muito variável. Enquanto os números primos e seus 
dobros geram um único triângulo, certos números, que têm 
muitos divisores, geram uma grande quantidade. 
O número 84, por exemplo, gera 13 triângulos, sendo 4 
primitivos. O número 120 gera 22, sendo 4 primitivos. O 
número 840 gera 67, sendo 8 primitivos. Reuni na Tábua II 
esses 67 triângulos. 
2. Determinação a priori do número total de triângulos 
retângulos que se obtém a partir de um número N como valor 
de um dos catetos. 
I — Triângulos primitivos 
Se decompormos o número N em seus fatores primos, ele 
pode ser escrito na forma geral  
N = Aα×Bβ×Cγ×........Pπ. 
Seja k o número de fatores primos diferentes, A, B, C, ..., 
P. 
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1o Supomos, inicialmente, que N é ímpar; assim, nenhum 
dos fatores A, B, C, ... é igual à 2. 
Sabemos que o número de maneiras possíveis de 
decompor o número N em um produto Q×R de dois fatores 
primos entre si é independente dos valores dos expoentes, α, β, γ, 
..., π, e que é igual à 2k−1. 
Posto que N é impar, os diversos produtos parciais, Q e 
R, são ambos ímpares. Pode-se, portanto, sempre pôr  
N = x²−y  = Q×R 
e, supondo que R é maior que Q, fazer 
x = 
2
QR   
y = 
2
QR  . 
Os números x e y, então, são números inteiros primos 
entre si e de paridades diferentes. 
Eles  são  primos  entre  si, porque se tivessem um divisor 
comum  d,  d  dividiria ao mesmo tempo sua soma  R  e  sua dife-
rença Q, que é impossível
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Eles são de paridades diferentes, porque, dados dois 
números ímpares quaisquer, se sua soma é simplesmente par, 
sua diferença é duplamente par (ou seja, um múltiplo de 4), e 
reciprocamente. No primeiro caso, x é ímpar e y é par. No 
segundo caso, x é par e y é impar. 
Assim, de cada decomposição diferente N = Q×R surge 
um triângulo primitivo. A quantidade desses triângulos 
primitivos é, portanto, 2k−1. 
2º Se N é um número par, então um dos dois fatores 
primos, A, é igual a 2. 
Em cada decomposição N = Q×R, um dos dois fatores 
será par e o outro será ímpar.1 
Supomos, portanto, Q ímpar, R par. 
Pode-se escrever então  
R = 2r. 
Se pusermos 
N = 2xy = Q×R 
teremos 
x = r 
y = Q 
 
                                                 
1 Nota dos Trad.: Visto que queremos x e y de paridades diferentes, consideremos 
apenas decomposições Q×R em que os fatores Q e R são de paridades diferentes. 
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se 
r > Q 
ou teremos 
x = Q 
y = r 
se 
r<Q. 
Para que x e y gerem um triângulo primitivo, é 
necessário que r seja um número par, o que implica que R é 
múltiplo de 4; portanto, N também. 
Já tínhamos visto esse detalhe (no início do presente 
capítulo). 
O número N, portanto, não dará triângulo primitivo 
algum a não ser que ele seja da forma 
N = 2α+1×Bβ×Cγ×...×Pπ 
onde B, C, ..., P são números primos maiores que 2 e α é, ao 
menos, igual a 1. 
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Se k for o número dos fatores primos de N, incluindo o 
fator 2, ter-se-á ainda, para2 α ≥ 1, 2k−1 triângulos primitivos. 
Nenhum triângulo primitivo para α = 0. 
RESUMO. — Se N é um número simplesmente par, isto é, 
o dobro de um número ímpar, ele não pode gerar qualquer 
triângulo primitivo. 
Se N é um número ímpar ou um múltiplo de 4 e se k é o 
número dos seus fatores primos, ele sempre gera 2k−1 triângulos 
primitivos. 
II — Triângulos secundários 
1º Supomos, para começar, como no caso dos triângulos 
primitivos, que N é ímpar. Ele é da forma geral 
N = Aα×Bβ×Cγ×........ 
sendo todos os fatores primos A, B, C, ..., ímpares. 
– Tomemos o caso mais simples, o de um único fator 
N = Aα. 
Ter-se-á um triângulo secundário ao multiplicar, por Aα–
1, o triângulo primitivo único gerado por A. 
                                                 
2 Nota dos Trad.: O texto original tem D t r, o que evidentemente é um erro. 
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Ter-se-á um 2º triângulo secundário ao multiplicar, por 
Aα–2, o triângulo primitivo único gerado por A , etc., etc. 
Ter-se-á, enfim, um (α−1)-ésimo triângulo secundário ao 
multiplicar, por A, o triângulo primitivo único de Aα–1. Obter-se-
á, portanto, um total de α−1 triângulos secundários. 
Assim, a α-ésima potência de um número primo A, 
maior que 2, dará um triângulo primitivo e α−1 triângulos 
secundários. 
O número total de triângulos obtidos é, portanto, igual ao 
expoente α. 
– Tomemos agora o caso de dois fatores primos ímpares 
N = Aα×Bβ. 
Começamos multiplicando o triângulo primitivo obtido 
com A pelo produto Aα–1×Bβ, ....., e, em geral, multiplicando Aλ 
por Aα−λ×Bβ, o que dará um total de α triângulos secundários. 
Ao multiplicar, em seguida, cada potência B pelo 
resultado da divisão de N por essa potência, obteremos mais β 
triângulos secundários novos. 
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Será necessário, em seguida, partir dos dois triângulos 
primitivos obtidos por cada produto do tipo Aλ·Bμ e multiplicar 
os três lados por 
B
N
PO uA
. 
Visto que existe α×β produtos tais que Aλ×Bμ, mas como 
o produto Aα×Bβ não gera qualquer coisa (posto que seria 
necessário multiplicá-lo por 1), há αβ−1 produtos. 
Cada um deles gera 2 triângulos secundários.3 Obtém-se, 
portanto, 
2αβ−2 triângulos secundários novos. 
Assim, o número total dos triângulos secundários para N 
será  
α+β+2αβ−2. 
O número N ainda gera 2 triângulos primitivos, fazendo 
um total de 
α+β+2αβ triângulos retângulos. 
— Estudemos agora o caso de três fatores ímpares: 
N = Aα×Bβ×Cγ. 
                                                 
3 Nota dos Trad.: O número       gera triângulos primitivos contendo       
num cateto para a decomposição        e para a decomposição      . 
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Ter-se-á 3 grupos de triângulos secundários a investigar: 
para começar, o grupo obtido a partir do triângulo primitivo 
único gerado por cada um dos números do tipo Aλ, após a 
multiplicação por 
A
N
O . Esse grupo dará 
α+β+γ triângulos secundários. 
Em seguida, o grupo obtido pelos dois triângulos 
primitivos de cada um dos números do tipo Aλ×Bμ, após a 
multiplicação por 
BμAλ
N

. Existe αβ+βγ+γα números desse tipo; 
haverá, portanto, 
2(αβ+βγ+γα) triângulos secundários. 
Finalmente, o grupo obtido pelos 4 triângulos primitivos4 
de cada um dos números do tipo Aλ×Bμ×CQ, após a 
multiplicação por 
CBAλ
N
 P Q
. Existe α∙β∙γ números desse tipo, 
mas deve-se retirar o próprio número N, que teria de ser 
multiplicado pela unidade. 
O terceiro grupo dá, portanto, 
4(αβγ−1) triângulos secundários. 
                                                 
4 Nota dos Trad.: Acontecem para as decomposições         ,        , 
        e        . 
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O número total de triângulos secundários para N é assim 
α+β+γ+2(αβ+βγ+γα)+4(αβγ−1). 
Como o número N, além disso, dá 4 triângulos 
primitivos, o número completo de triângulos obtidos com N é 
DEJDED 42  ¦¦  
 2o Se N é um número par, pode-se escrever 
CγBβ2αN uu . 
No primeiro grupo de triângulos secundários, como o 
número 21 não pode dar triângulo primitivo algum, a quantidade 
de triângulos secundários é diminuída por uma unidade; torna-
se, portanto, 
α−1+β+γ. 
No segundo grupo, cada número da forma 2×Bμ, quando 
multiplicado por 
Bμ2
N
u
, gerará o mesmo triângulo secundário 
que já foi gerado pelo número Bμ multiplicado por 
Bμ
N , e esse 
triângulo já foi registrado no primeiro grupo. Como há em todo 
β+γ números do tipo 2×βμ, restam, após a eliminação desses do 
segundo grupo, 
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1)γ(αβγ1)β(αγ)(βγαβγαβ    
números, cada um dos quais dá dois triângulos secundários. 
 Enfim, no terceiro grupo, cada número da forma 
2×Bμ×CQ também gerará os mesmos triângulos para N que já 
foram gerados pelo número Bμ×CQ no segundo grupo. Há no 
total β∙γ números da forma 2×Bμ×CQ. Após sua eliminação, resta 
no terceiro grupo 
αβγ−1−βγ = (α−1) βγ−1 
números, sendo que cada um gera 4 triângulos secundários para 
N. 
Vemos, portanto, que a fórmula estabelecida para o caso 
de N ímpar aplica-se também ao caso de N par, sob a condição 
de diminuir, por uma unidade, o expoente α do fator 2 na 
expressão para N. 
Generalizando as fórmulas anteriores, cuja lei de 
formação está agora suficientemente indicada, pode-se exprimir 
da seguinte maneira o número de triângulos obtidos com um 
número N tomado como um cateto: 
1º Se N é ímpar, escrevemos sua decomposição em 
fatores primos 
N = Aα×Bβ×Cγ×......Pπ. 
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Se k é o número de fatores primos, o número de 
triângulos secundários obtidos com N será dado pela fórmula 
s = ∑α+2∙∑αβ+2²∙∑αβγ+......+2k−1(αβγ...π−1) 
e, como o número de triângulos primitivos correspondentes é  
p = 2k−1, 
o número total de triângulos obtidos com N será 
p+s = ∑α+2∙∑αβ+2²∙∑αβγ+......+2k−1αβγ...... π. 
2º Se N é par, a fórmula anterior ainda aplicará sob a 
condição de diminuir, por uma unidade, o valor do expoente do 
fator 2 na expressão de N. 
CASO PARTICULAR. — Se α = β = γ = ... = π = 1, ou seja, 
se o número N é um número ímpar composto de k fatores 
primos, todos com expoente 1, as fórmulas anteriores podem ser 
escritas 
       
    
        
         
             
      
em que a expressão para s finaliza-se com o termo de grau igual 
a k−1. 
[NOTA. — O símbolo       significa o número das 
combinações de k objetos tomados k−σ a k−σ]. 
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Em particular ainda, o segundo membro de s desaparece 
inteiramente se k = 1: um número primo gera um único triângulo 
primitivo, sem gerar triângulo secundário algum. 
EXEMPLO NUMÉRICO. — Determinamos, pelas fórmulas 
anteriores, o número de triângulos que o número 840 pode gerar. 
Pode-se escrever 
840 = 23×3×5×7. 
Será necessário, portanto, colocar, nas fórmulas gerais, 
k = 4,     α = 2,     β = 1,     γ = 1,     δ = 1. 
Desta forma, encontra-se 
p =  8 
s = 59 
p+s = 67. 
O número 840 gera, portanto, 67 triângulos diferentes, 
sendo 8 primitivos [ver a Tábua II do fim da presente obra]. 
3. Problema inverso: Achar os números geradores de 
um triângulo dado. — Já temos estabelecido a generalidade da 
fórmula fundamental 
(3)                         (x²−y ) +(2xy)  = (x +y )  
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ao mostrar que ela pode servir para determinar toda relação da 
forma 
(1)                                     a +b  = c  
em números inteiros, se damos à x e à y valores inteiros 
convenientes. 
Pode-se propor o problema inverso: dado uma relação 
(1), resgatar os números geradores que podem gerar a mesma. 
Retomemos as fórmulas que permitem determinar a, b e 
c em função de dois números geradores x e y. Temos 
(4)                                      a = x²−y  
(5)                                      b = 2xy 
(6)                                     c = x +y . 
Se os números a, b e c são dados e verificam à relação 
(1)                                     a +b  = c  
calcular-se-á os valores de x e y pelas fórmulas 
(7)                                   
2
acx   
(8)                                   
2
acy  . 
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Se a relação (1) é primitiva, encontra-se para x e para y 
valores inteiros, primos entre si e de paridades diferentes, como 
estabelecemos no início do presente estudo (ver parte 2 do 
Capítulo I). 
Mas se a relação (1) é secundária, não se deduz 
necessariamente para x e para y valores inteiros pela aplicação 
das fórmulas (7) e (8). 
Em outras palavras, uma relação secundária nem sempre 
é determinada diretamente a partir de dois números geradores 
inteiros x e y. Mas, como ela sempre pode ser obtida pela 
multiplicação dos três termos de uma relação primitiva por um 
mesmo fator inteiro, a generalidade da fórmula fundamental (3) 
não é comprometida. 
Seja que o triângulo primitivo 
a +b  = c  
provém dos dois números geradores inteiros x e y. 
Multiplicamos a, b e c, por um mesmo fator inteiro m. 
Obtemos um triângulo secundário 
(ma) +(mb)  = (mc)  
ao qual correspondem os números geradores xc e yc, tais que  
xc2+yc2 = mc. 
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Para que xc e yc sejam números inteiros, é necessário que 
o produto mc seja, como o número c, uma soma de dois 
quadrados inteiros. 
Demonstraremos depois o que é necessário e até o que é 
suficiente para que o fator m seja também uma soma de dois 
quadrados (incluindo um caso em que um pode até ser nulo). 
Para compreender todos os triângulos secundários 
diretamente na fórmula fundamental, é suficiente modificá-la da 
seguinte forma: 
Substituir x por mx  e y por my . 
Então, se torna 
(3bis)                  m (x²−y ) + (2mxy)  = m (x +y )  
e põe-se 
a = m(x²−y ) 
b = 2mxy 
c = m(x +y ). 
A todo sistema de valores a, b, c, que verifica uma 
relação 
(1)                                                              a +b  = c  
correspondem valores inteiros para x, y e m. 
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EXEMPLO NUMÉRICO. — Consideremos a relação 
secundária 
(1)                                   30 +72  = 78  
A essa relação não corresponde sistema algum de valores 
inteiros x e y deduzido das fórmulas (4), (5) e (6), porque o 
número da hipotenusa c = 78 não pode ser decomposto como 
uma soma de dois quadrados inteiros. 
Mas se pomos 
78 = m (x +y ) 
30 = m (x²−y ) 
deduz-se 
m = 6 
x = 3 
y = 2, 
valores que satisfazem à fórmula (3bis), reproduzindo a relação 
secundária (1). 
OBSERVAÇÃO. — Os números x = 3, y = 2, assim 
determinados, são exatamente os números geradores do 
triângulo primitivo 
5 +12  = 13  
do qual pode-se deduzir o triângulo secundário dado (1), 
multiplicando os três lados pelo fator comum m = 6. 
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CAPÍTULO III 
ALGUMAS PROPRIEDADES DAS HIPOTENUSAS 
 
1. Em todo triângulo primitivo, a hipotenusa c é um 
número de uma das duas formas 12n+1 ou 12n+5. 
A primeira forma corresponde ao caso em que o lado par 
b é múltiplo de 3. 
A segunda forma corresponde ao caso em que o lado 
impar a é múltiplo de 3. 
Com efeito, sejam x e y os números geradores. A 
hipotenusa c é expressa por 
c = x +y . 
Encontra-se necessariamente em um dos três casos 
seguintes: 
x é múltiplo de 3             x não é múltiplo de 3       x não é múltiplo de 3 
y não é múltiplo de 3      y é múltiplo de 3             y não é múltiplo de 3 
Nos dois primeiros casos, b será múltiplo de 3. 
No terceiro caso, é a que será múltiplo de 3. 
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Por outra parte, sendo a expressão de c simétrica em x e y, 
pode-se supor que é x que é impar; então y é par. 
Com isso estabelecido, as formas associadas de x e y 
serão respectivamente, nos três casos: 
              x = 6α+3                    x = 6α±1                            x = 6α±1 
  y = 6β±2                    y = 6β                                y = 6β±2 
Ao constituir, então, a expressão c = x +y , obtém-se:  
No 1º caso, x +y  = [múltiplo de 12]+9+4 = 12n+1 
No 2º caso, x +y  = [múltiplo de 12]+1 = 12n'+1 
No 3º caso, x +y  = [múltiplo de 12]+1+4 = 12n''+5 
A recíproca desse teorema não é verdadeira: todo número 
inteiro das formas 12n+1 ou 12n+5 não é necessariamente valor 
de c numa relação a +b  = c  em números inteiros. 
EXEMPLOS. — Os números 49 e 77 não podem ser 
hipotenusas de qualquer triângulo retângulo em números inteiros. 
Estabeleceremos mais adiante a razão para isso. 
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2. A relação c = x +y  mostra imediatamente que, em toda 
relação obtida diretamente por meio de números geradores 
inteiros e, em particular, em todo triângulo primitivo, a 
hipotenusa c (como seu quadrado c ) é uma soma de dois 
números quadrados inteiros. 
Se, além disso, c é um número primo, ele é sempre da 
forma 4n+1, e reciprocamente: 
Todo número primo da forma 4n+1 pode, assim como 
suas potências, ser decomposto em uma soma de dois quadrados. 
A decomposição da primeira e da segunda potência é 
possível de uma única maneira. 
[Esse teorema foi enunciado por FERMAT1 e demonstrado 
por EULER2]. 
(Ver também a obra de E. CAHEN3, intitulada Elementos 
da Teoria dos Números, páginas 299 e seguintes.) 
                                                 
1 Nota dos Trad.: Pierre de Fermat (1601-1665). Em 1621, Claude Gaspar Bachet de 
Meziriac (1581-1638) publicou uma versão latina da Aritmética de Diofanto (c. 200 - 
c. 264). Fermat fez várias anotações nas margens da sua cópia desta obra. Essas 
anotações, aumentadas por material tomado da sua correspondência, foram publicadas 
por Samuel de Fermat (1630-1690), o filho de Fermat, em 1670, como parte da sua 
reedição do livro de Bachet. Mais tarde o material da autoria de Fermat foi publicado 
separadamente como Observações sobre Diofanto. 
2 Nota dos Trad.: Leonhard Euler (1707-1783) enunciou o teorema no artigo intitulado 
Theoremata circa divisores numerorum in hac forma paarqbb contentorum 
(―Teoremas sobre os divisores de números contidos na forma        ‖), publicado 
em São Petersburgo em 1750. A demonstração do caso em aprecio foi dada no seu 
artigo Demonstratio theorematis Fermatiani omnes numerum primum formae 4n+1 
esse summam duorum quadratorum (―Demonstração de um teorema de Fermat de que 
todo número primo da forma 4n+1 é uma soma de dois quadrados‖), publicado em 
São Petersburgo em 1760. 
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3. O produto de um número que é uma soma de dois 
quadrados por um outro número, igualmente uma soma de dois 
quadrados, também pode ser decomposto em uma soma de dois 
quadrados; isto pode ser feito em, ao menos, duas formas 
diferentes. 
Tem-se, com efeito, as duas identidades 
(a +b )(a1 +b1 ) = (aa1+bb1) +(ab1−ba1)  
(a +b )(a1 +b1 ) = (aa1−bb1) +(ab1+ba1)  
– Os dois quadrados cuja soma constitui os segundos membros 
dessas identidades serão números diferentes, exceto no caso 
particular onde haverá a relação 
ba
ba
b
a

 
1
1
 
se 
a1 < b1 
ou a relação inversa 
ba
ba
b
a

 
1
1  
se  
a1 >b1. 
                                                                                                         
3 Nota dos Trad.: Eugene Cahen (1865-?), matemático francês. 
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Um dos segundos membros das identidades precedentes 
será então a soma de dois quadrados iguais. 
– Se tivermos as relações 
a1 = a 
b1 = b, 
as identidades tornar-se-ão, respectivamente: 
(a +b )  = (a +b )  
(a +b )  = (a²−b²) +(2ab) . 
– Se tivermos as relações 
a = b 
a1 = b1, 
não terá mais que uma decomposição possível: 
2a ×2a1  = (2aa1) . 
4. Todo divisor de um número que é uma soma de dois 
quadrados primos entre si é também uma soma de dois 
quadrados. 
Se a e b são dois números primos entre si e se tivermos  
a +b  = pp', 
têm-se também 
p = α²+β² 
p' = α'²+β'². 
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Esse teorema é um caso particular de um teorema mais 
geral enunciado por LE BESGUE4: 
Os divisores primos dos números x +y , x +2y , x +3y  
são números da mesma forma quadrática: α²+β², α²+2β², 
α²+3β². As formas lineares correspondentes são: 4q+1, 8q+1 ou 
8q+3, 6q+1. 
Eis a demonstração no caso da soma de dois quadrados:  
Seja 
a +b  = pp', 
com 
p ≤ p', 
a e b primos entre si. 
Consideramos a expressão 
s = (a−pλ)² + (b−pμ)². 
Quaisquer que sejam os valores de λ e de μ, essa 
expressão é sempre divisível por p, e pode-se pôr 
s = pp''. 
                                                 
4 Nota dos Trad.: Victor Amédée Le Besgue ou, mais comumente, Lebesgue (1791-
1875). O teorema é dado na página 112 da sua obra Exercices d’Analyse Numérique 
(Lebesgue, 1859) de forma exata como dado aqui, exceto que não contem a palavra 
―correspondentes‖. Lebesgue cita Euler. 
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Pode-se, de outra parte, determinar valores de λ e de μ 
tais que tenha-se 
s < p . 
[Será suficiente, com efeito, escolher esses valores de forma a 
satisfazer as condições 
a1 = a−pλ < 
2
p  
b1 = b−pμ < 
2
p , 
ter-se-á então  
s = a1 +b1  < p ]. 
Pomos, portanto, 
s = a1 +b1  = pp'', 
com 
p'' < p. 
Formar-se-á do mesmo modo a expressão  
s1 = (a1−p''λ1) +(b1−p''μ1)  = p''pp''' 
e, determinando convenientemente λ1 e μ1, poder-se-á fazer 
p''' < p''. 
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Formamos agora o produto s×s1: 
s×s1 = (a1 +b1 )[(a1−p''λ1) +(b1−p''μ1) ] = pp'' p'''. 
Esse produto ss1, será aliás (Teorema III)5 uma soma de 
dois quadrados e poder-se-á escrever 
ss1 = a' +b'  = pp'' p'''. 
Como isto, bem como a'  e b' , são divisíveis por p'' , ao 
efetuar a redução, obtêm-se uma expressão da forma  
 ''
1
p
ss  = a'' +b''  = pp''', 
com 
p''' < p'' < p'. 
Continuando da mesma forma, terminaremos por 
encontrar 
D²+β² = p. 
Isto significa que o divisor p é uma soma de dois quadrados. Se, 
portanto, ele é impar, ele é sempre da forma 4q+1. 
5. Todo número inteiro que não tem divisor primo 
algum da forma 4q+3 é uma soma de dois quadrados. 
                                                 
5 Nota dos Trad.: Isto é, item 3 da presente seção: o produto dois somas de quadrados 
é uma soma de quadrados. 
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Com efeito, um tal número só pode ter como divisores 
primos números ímpares da forma 4q+1, ou o número 2. 
Ora, pode-se sempre escrever 
4q+1 = a +b  
   2 = 1 +1 . 
Ao multiplicar esses dois tipos de números, um pelo 
outro, em todas as maneiras possíveis, obter-se-á sempre 
(Teorema III), como produto, uma soma de dois quadrados. 
6. A hipotenusa c não pode ser múltiplo de um número 
primo da forma 4q+3, a não se que ambos os números a e b, 
correspondentes aos catetos, também o são.  
Com efeito, c  é uma soma de dois quadrados, a +b . 
Se esses dois últimos números não são primos entre si, 
eles têm,  como  máximo  divisor  comum,  um número quadrado 
δ² > 1, que também divide c . 
Os três números a, b, c têm como máximo divisor comum 
δ, e, se a', b', c' são os quocientes de sua divisão por δ, tem-se a 
relação 
a' +b'  = c'  
na qual a' , b'  são primos entre si. 
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Segundo o Teorema6 IV, c'  não tem divisor primo algum 
da forma 4q+3. Se, portanto, c = c'×δ é múltiplo de um número 
primo da forma 4q+3, o referido primo é necessariamente 
divisor de δ e, por consequência, também de a e de b. 
Sendo assim, cada vez que a hipotenusa c é múltiplo de 
3, 7, 11, 19, etc., todos os dois catetos, a e b, também o são. 
Das diversas proposições precedentes, pode-se deduzir 
as seguintes conclusões: 
1º Em todo triângulo obtido diretamente por meio de 
números geradores inteiros e, em particular, em todo triângulo 
primitivo, a hipotenusa c é uma soma de dois quadrados. Isso 
resulta imediatamente, aliás, da expressão da hipotenusa em 
função dos números geradores: 
c = x +y  
2º Começando com um triângulo primitivo ou com um 
triângulo secundário cuja hipotenusa c é uma soma de dois 
quadrados, ao multiplicar os três lados por um mesmo fator δ, 
obtêm-se, no caso em que G é um número quadrado ou uma 
soma de dois quadrados, um novo triângulo cuja hipotenusa c×δ 
é também uma soma de dois quadrados. 
                                                 
6 Nota dos Trad.: Isto é, item 4 da presente seção. 
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Se x e y são dois números inteiros, primos entre si e de 
paridades diferentes, a fórmula geral que dá todos os números C, 
hipotenusas, e somas de dois quadrados, que podem ser 
deduzidas do triângulo primitivo gerado pelos números x e y, é a 
seguinte: 
C = (m +n )(x +y ) = X +Y , 
onde m e n são dois números inteiros quaisquer, sendo que um 
pode ser nulo. 
O triângulo correspondente terá como catetos 
A = X²−Y² 
B = 2XY. 
Ele será primitivo se os números X e Y são primos entre 
si e se um dos dois for par. 
7. Se a e b são dois números primos entre si e de 
paridades diferentes, assim como também outros dois números 
a' e b', e se, além disso, os números γ = a +b  e γ' = a'²+b'² são 
primos entre si, então os números aa'+bb' e ab'−ba' são primos 
entre si e de paridades diferentes, assim como também os 
números aa'−bb' e ab'+ba'. 
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1º aa'+bb' e ab'−ba' sempre são de paridades diferentes, 
porque se são os números a e a' que são ímpares, então b e b' são 
pares; por consequência, aa'+bb' é impar, e ab'−ba' é par. 
Se são a e b' que são ímpares, então a' e b são pares; 
aa'+bb' é par, e ab'−ba' é impar. 
Prova-se do mesmo modo que aa'–bb' e ab'+ba' são 
sempre de paridades diferentes. 
2º Os dois números de cada grupo são, além disso, 
primos entre si, caso o mesmo acontece com γ e γ'. 
Com efeito, seja m o máximo divisor comum dos dois 
números aa'+bb' e ab'−ba'. Então, pode-se escrever 
aa'+bb' = mA 
ab'−ba' = mB. 
A e B serão dois números primos entre si. 
Temos  
Aa−Bb = 
m
a 'J  
Aa+Bb = 
m
b'J . 
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Como o fator m não pode dividir ao mesmo tempo a' e 
b', ele divide necessariamente γ. 
Obtêm-se do mesmo modo as duas expressões 
Aa'+Bb' = 
m
a'J  
Ab'−Ba' = 
m
b'J . 
e conclui-se que m deve dividir γ'. 
Se, portanto, γ e γ' são dois números primos entre si, m 
só pode ser igual à unidade, onde resulta que os dois números 
aa'+bb' = A 
ab'−ba' = B 
são primos entre si. 
Um raciocínio análogo estabeleceria que: 
aa'–bb' e ab'+ba' são primos entre si caso o mesmo 
acontece com γ e γ’. 
– Se os números γ = a +b² e γ' = a' +b'  não são primos 
entre si, mas se eles têm, como máximo divisor comum, um 
número δ > 1, vamos demonstrar que os números de um dos 
dois grupos têm δ como divisor comum e que os números do 
outro grupo são primos entre si: 
Observamos para começar que δ não pode ser divisor de 
qualquer um dos quatro números a, b, a', b'. 
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Pomos agora 
a +b² = αδ 
a' +b'  = βδ. 
Deduz-se 
a b'²−b a'  = δ(αb' −βb ) 
ou 
(ab'+ba')(ab'−ba') = δυ. 
O fator δ divide, portanto, um e só um dos dois números 
ab'+ba' ou ab'−ba'. 
Supomos que δ divide o primeiro número ab'+ba'. Pode-
se então pôr 
ab'+ba' = λδ. 
Por outro lado 
a +b² = αδ 
onde 
a(aa'−bb') = δ(a'α−bλ) = δ.Ψ. 
Como δ não pode dividir a, ele divide necessariamente 
aa'−bb'. 
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Os dois números ab'+ba' e aa'−bb' têm, portanto, δ como 
divisor comum. 
Os dois números aa'+bb' e ab'−ba', do outro grupo, são 
necessariamente primos entre si, porque se eles tivessem como 
divisor comum um número impar m > 1, m dividiria também γ e 
γ', como já foi estabelecido; m dividiria, portanto, δ, e enfim ele 
dividiria os quatro números 
aa'+bb'                                   ab'+ba'  
aa'−bb'                                   ab'−ba'  
o que é impossível, porque então dividiria de uma vez a, a', b e 
b'. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS — 1º Tomemos 
  a = 5                            a' = 11 
   b = 2                            b' = 10 
Então  
a +b  =    29 
a' +b'  = 221 
Esses são dois números primos entre si. 
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Tem-se de outra parte: 
aa'+bb' = 75                    aa'−bb' = 35 
ab'−ba' = 28                   ab'+ba' = 72 
Os números de cada um desses grupos são primos entre si 
e de paridades diferentes. 
2º Tomemos agora 
a = 17                  a' = 3 
b = 6                    b' = 2 
Então  
a +b  = 325 = 13×25 
a' +b'  = 13 
e têm-se a relação 
a +b  = 25(a' +b' ). 
De outra maneira, temos: 
aa'+bb' = 63 
ab'−ba' = 16 
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que são números primos entre si, e  
aa'−bb' = 39 
ab'+ba' = 52. 
Esses dois números têm 13 como divisor comum. 
3º Tomemos 
a = 13                     a' = 7 
b = 6                       b' = 4 
Então  
a +b   = 205 = 5×41 
a' +b'  =  65 = 5×13 
Temos também: 
aa'+bb' = 115 
ab'−ba' =   10, 
que tem 5 como divisor comum, pois  
aa'−bb' = 67 
ab'+ba' = 94, 
que são primos entre si. 
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8. Consideremos agora dois números c e c', sendo cada 
um deles uma soma de dois quadrados: 
c = x +y  
c' = x' +y' . 
Os dois números são hipotenusas de dois triângulos 
retângulos 
(1)                            a +b  = c  
(2)                            a' +b'  = c' . 
O produto γ = cc' é hipotenusa de 4 triângulos retângulos 
diferentes. Com efeito, tem-se: 
γ² = (cc')2 = (a +b )(a' +b' ) = 
(aa'+bb') +(ab'−ba')  
 = (a +b )(a' +b' ) = (aa'−bb') +(ab'+ba')  
 = (ac') +(bc')  
 = (ca') +(cb') . 
Se os triângulos (1) e (2) são primitivos, os números a e b 
são primos entre si e de paridades diferentes, assim como os 
números a' e b'. 
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Se, além disso, c e c' são primos entre si, então os dois 
primeiros triângulos acima, tendo como hipotenusa o produto J 
= cc', também são primitivos. 
Se c e c' não são primos entre si, então um único 
triângulo, dos 4 tendo γ como hipotenusa, é primitivo. 
2. De quantas maneiras um dado número pode ser 
decomposto em uma soma de dois quadrados? – A solução 
desse interessante problema, estudado por FERMAT em suas 
Observações sobre Diofanto7, é a consequência das seguintes 
considerações: 
1º Todo número primo da forma 4n+1, assim como o 
quadrado desse número, podem ser decompostos de uma única 
maneira em uma soma de dois quadrados; 
O cubo e a 4ª potências o são de duas maneiras; 
A 5ª e a 6ª potências o são de três maneiras, e assim por 
diante: a (2n–1)-ésima potência e a (2n)-ésima potência são de n 
maneiras; 
2º Se multiplicamos um número primo, soma de dois 
quadrados, por um outro número primo, também soma de dois 
                                                 
7 Nota dos Trad.: Ver nota 1 do presente capítulo. 
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quadrados, o produto pode ser decomposto de duas maneiras em 
uma soma de dois quadrados. 
3º Se um número primo, soma de dois quadrados, é 
multiplicado pelo quadrado de um outro número primo de 
mesma forma, o produto pode ser decomposto de três maneiras 
em uma soma de dois quadrados, etc., etc. 
4º Para que um número dado seja decomponível em uma 
soma de dois quadrados, é necessário que tenha como divisores 
somente números que também são somas de dois quadrados (ver 
Teorema V)8. 
Se o referido número é ímpar, portanto, só tem fatores 
primos da forma 4n+1. 
Se é par, é da forma 
N = 2α×N', 
sendo N' o produto dos divisores ímpares de N, todos da forma 
4n+1. 
O número das decomposições possíveis será o mesmo 
para os dois números N e N'. 
                                                 
8 Nota dos Trad.: Item 5 da seção anterior. 
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Com efeito, cada decomposição de N' em uma soma de 
dois quadrados corresponderá uma decomposição, e uma única, 
de N. 
Seja 
N' = p +q . 
Se α é par, igual à 2β, ter-se -á  
N = [2β×p] +[2β×q] . 
Se α é ímpar, igual à 2β+1, ter-se-á 
N = [2β(p+q)] +[2β(p−q)] . 
Pode-se, portanto, estudar unicamente o caso de N ímpar. 
Decompomos o número N nos seus fatores primos, ou seja 
N = aα×bβ×cγ× ..... ×mμ. 
Os fatores primos a, b, c,....m, são todos da forma 4n+1. 
De outro modo, o problema não admite solução algum. 
O número, p, de maneiras em que N pode ser 
decomposto em uma soma de dois quadrados será dado pela 
seguinte fórmula: 
Seja 
σ = αβγ......μ.....αβγαβ  ¦¦ ¦D  
126 
 
Se o número σ for ímpar, ter-se-á 
p = 
2
1σ  . 
Se o número σ for par, ter-se-á 
p =
2
σ . 
O caso em que σ é par corresponde aquilo em que todos 
os expoentes α, β, γ, ......μ, são pares, ou seja, ao caso único em 
que N é um número quadrado. 
Com efeito, seja k o número de expoentes ímpares na 
expressão de N decomposta em seus fatores primos. Na 
expressão de σ, os números ímpares que adicionam para formar 
os termos sucessivos 
∑α,   ∑αβ,    ∑αβγ,  etc., 
não podem provir de outra forma que dos expoentes ímpares na 
decomposição do número N, tomado sucessivamente 1 a 1, 2 a 
2, 3 a 3, ..... k a k. 
O número total s desses números ímpares na expressão 
de σ será, portanto,  
s = .12....
321   kkkkkk CCCC  
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O número s é sempre ímpar; portanto, ele será o mesmo 
de σ, exceto se k = 0, o que corresponde ao caso em que N é um 
número quadrado. 
3. De quantos triângulos um dado número pode ser 
hipotenusa? – Todo número primo da forma 4n+1 é hipotenusa 
de um único triângulo retângulo em números inteiros; o 
quadrado do referido número, de dois triângulos; e, em geral, a 
p-ésima potência do mesmo, de p triângulos. 
O número de triângulos, para os quais um número dado 
N pode ser hipotenusa, é o número de maneiras em que o 
quadrado do número N pode ser decomposto em somas de dois 
quadrados. 
Para que o problema seja possível para um dado número 
N e admita uma solução, é necessário que esse número tenha ao 
menos um divisor primo da forma 4n+1. 
Decompomos o número N em todos os seus fatores 
primos da forma 4n+1, por exemplo, 5, 13, 17, 29, ..., e 
denotamos por P o produto de todos os outros fatores primos 
que não são dessa forma. Pode-se escrever então 
N = aα×bβ×cγ× ..... ×lλ×P, 
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e se k é o número de fatores primos a, b, c, ...l, da forma 4n+1, o 
número N será hipotenusa de  
p = ∑α+2∑αβ+........+[2k−1∙αβγ...λ] 
triângulos retângulos. 
A expressão de p coincide com a que dá o número total 
de triângulos que se pode obter considerando o número 
P
N  
como um dos catetos (ver o capítulo anterior). 
O produto P não tem influência alguma sobre o valor de 
p relacionado à hipotenusa N. O número de soluções é o mesmo 
para N e para 
P
N  e esse último número é sempre um número 
ímpar da forma 4n+1. 
Desta forma, o número 
P
N  fornece tantas soluções como 
hipotenusa quantas como cateto. Mas, enquanto todo número 
inteiro (a partir de 3) pode ser tomado como valor de um dos 
catetos, para que seja também hipotenusa, ele deve admitir ao 
menos um fator primo da forma 4n+1. 
Observação. — A expressão para o número p acima 
determinada pode ser escrita sob a forma 
p = 
2
1
[(2α+1)(2β+1).....(2λ+1)−1] 
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donde se tira 
2p+1 = (2α+1) (2β+1).....(2λ+1). 
Em particular, se α = β = γ = .... = λ = 1, ou seja, se, na 
composição do número N, os fatores primos da forma 4n+1 são 
todos ao primeiro grau, tem-se 
2p+1 = 3k,        ou         p = .
2
13 k  
Alguns exemplos numéricos. — 1º Após a unidade, 5 é o 
menor número primo da forma 4n+1. Ele pode ser decomposto de 
uma única forma em uma soma de dois quadrados e é hipotenusa 
do menor triângulo retângulo em números inteiros: 
5 = 2 +1  
5  = 3 +4 . 
2º Consideremos o número 65. 
65 = 5×13 = (2 +1 )(3 +2 ). 
Portanto, ele pode ser decomposto de duas formas em uma 
soma de dois quadrados, e é hipotenusa de 4 triângulos 
retângulos. É o menor número com essa dupla propriedade. 
65 = 8 +1  = 7 +4 . 
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As duas decomposições fornecem números geradores 
primos entre si e, como eles são necessariamente de paridades 
diferentes, haverá 2 triângulos primitivos com 65 para 
hipotenusa. Ter-se-á: 
65  =  .60 25 52 39
prim.
 56 33
prim.
 16 63      
3º Consideremos o número 325. 
325 = 5 ×13. 
Ele pode ser decomposto de 3 formas em uma soma de 
dois quadrados e é o menor número que é hipotenusa de 7 
triângulos retângulos. 
Tem-se: 
325 = 18 +1  = 17 +6  = 15 +10 . 
As duas primeiras decomposições dão números 
geradores primos entre si; o número 325 é, portanto, hipotenusa 
de dois triângulos primitivos. 
325  = 323 +36    = 315 +80    = 312 +91    = 300 +125   
        = 280 +165  = 260 +195  = 253 +204 . 
4º Consideremos o número 5525. 
5525 = 5 ×13×17. 
131 
 
Ele pode ser decomposto de 6 formas em uma soma de 
dois quadrados e é o menor que seja hipotenusa de 22 triângulos. 
5525=74 +7 =73 +14  = 71 +22  = 70 +25  = 62 +41  = 55 +50 . 
Dessas 6 decomposições, 4 fornecem triângulos 
primitivos com 5525 sendo a hipotenusa. 
Observação. — A distribuição, na sequência natural dos 
números inteiros, dos números N que podem ser hipotenusas dos 
triângulos retângulos em números inteiros escapa a toda lei 
conhecida, pois possui relação imediata com a distribuição dos 
números primos da forma 4n+1. 
Existe grupos de vários números inteiros consecutivos 
que podem ser hipotenusas; recordemos que é necessário e 
suficiente que todos esses números tenham ao menos um divisor 
primo da forma 4n+1. 
Exemplos. — Os 9 números inteiros consecutivos de 403 
até 411 são todos hipotenusas. O número 409, sendo primo, é 
hipotenusa de um único triângulo, que é primitivo, 
391 +120  = 409 . 
Os outros 8 números do grupo são hipotenusas somente 
de triângulos secundários. 
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O número 410 = 2×5×41, contém dois fatores primos da 
forma 4n+1; ele é, portanto, hipotenusa de 4 triângulos. 
–Os 12 números consecutivos de 2820 à 2831 são 
também todos hipotenusas. 
4. Problema inverso: Encontrar um número que seja 
hipotenusa de um dado número p de triângulos retângulos 
diferentes. 
− Retomemos a seguinte fórmula da seção anterior: 
2p+1 = (2α+1)(2β+1)...(2λ+1). 
Sendo o número p dado, se decompormos 2p+1 em todos 
os seus fatores primos, tais como 2α+1, determinaremos assim 
os valores de α, β, ..., λ. 
Então, todo número da forma 
N = aα×bβ×cγ× ... ×lλ×P, 
(a, b, c, ..., l sendo números primos, todos da forma 4n+1, e P 
um número qualquer não tendo qualquer divisor primo dessa 
forma), será hipotenusa de p triângulos. 
Caso particular. — 2p+1 é um número primo. Então β, 
γ, ..., λ, são todos nulos, e α = p. 
N = (4n+1)p×P. 
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Pode-se atribuir à n todo valor inteiro tal que o número 
4n+1 que resulta seja um número primo. 
— Pode-se também determinar o menor número N que é 
hipotenusa de p triângulos. 
Para tanto, os expoentes α, β, γ, ..., λ, determinados pela 
decomposição do número 2p+1 em seus fatores primos, todos ao 
primeiro grau, são arrumados por ordem de grandeza 
decrescente, e seja 
α ≥ β ≥ γ ≥ ... ≥ λ. 
Formamos, de outra parte, a sequência dos números 
primos de forma 4n+1, para os valores sucessivos de n: 1, 3, 4, 
7, 9, 10, etc. Obtemos os números: 
5, 13, 17, 29, 37, 41, ... etc. 
Ao elevar cada um deles respectivamente pelos 
expoentes α, β, γ, ..., λ, tomados em ordem decrescente, 
obteremos o menor valor de N. 
Em particular, se o número 2p+1 é primo, o menor 
número N que é hipotenusa de p triângulos é 
N = 5p. 
EXEMPLO NUMÉRICO. — O menor número que é 
hipotenusa de 3 triângulos é 
5  = 125. 
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Se o número 2p+1 é o produto de dois fatores primos, 
2α+1 e 2β+1, com α > β, o menor N que é hipotenusa de p 
triângulos é 
N = 5α×13β. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS: 
1º                    p = 7. 
2p+1 = 15 = 5×3. 
Têm-se os seguintes valores: 
α = 2  
β = 1 
donde 
N = 5 ×13 = 325. 
Esse é o menor número que é hipotenusa de 7 triângulos. 
2º               p = 22. 
2p+1 = 45 = 5×3×3. 
Têm-se os seguintes valores: 
α = 2 
β = 1 
γ = 1 
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de que 
N = 5 ×13×17 = 5525. 
Esse é o menor número que é hipotenusa de 22 
triângulos. 
3º                 p = 52. 
2p+1 = 105 = 7×5×3. 
N = 53×13 ×17. 
N = 359125. 
Esse é o menor número que é hipotenusa de 52 
triângulos. 
5. Investigação de triângulos cuja hipotenusa é ao 
mesmo tempo uma soma de dois quadrados e um número 
quadrado. — Para obtê-los metodicamente, é suficiente partir 
de um triângulo arbitrário 
a +b  = c , 
e tomar os catetos a e b como números geradores de um novo 
triângulo. 
Teremos assim: 
α = a²−b                (ou b²−a ) 
                            β = 2ab 
                            γ = a +b  = c . 
136 
 
Se o número c é hipotenusa de vários triângulos 
primitivos ou secundários, obteremos assim a mesma 
quantidade de novos triângulos com c  como hipotenusa. 
Os triângulos α²+β² = γ² serão primitivos toda vez que 
forem provenientes de números geradores a e b tomados de 
triângulos primitivos. 
Obtêm-se assim como primeiros valores de γ nos 
triângulos primitivos: 
c= γ   5,  13,   17,  25,  29,   37,    41,    53,    61,    65,      73,... 
c² = γ   25,169,289,625,841,1369,1681,2809,3721,4225, 5329,... 
Além das relações primitivas assim obtidas, existe, para 
cada valor de γ, uma ou várias relações secundárias, conforme γ 
é o quadrado de um número primo ou o quadrado de um 
produto de fatores. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — 1º Seja c = γ = 5. 
Então 
γ = 5² = 25. 
À relação primitiva 7 +24  = 25 , obtida ao tomar como 
números geradores os catetos do triângulo primitivo 3 +4  = 5 , 
vem acrescentar a relação secundária 15 +20  = 25 , deduzida 
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do mesmo triângulo primitivo 3 +4  = 5 , ao multiplicar os seus 
três lados por γ = 5. 
2º Se tomarmos c = γ = 85 = 5×17, então γ = 7225. 
O número γ = 85 é uma soma de dois quadrados, 
primos entre si, de duas formas diferentes: 
85 = 9 +2  = 7 +6 . 
Existe, portanto, 2 triângulos primitivos tendo γ como 
hipotenusa. 
De outra parte9, os triângulos com γ = 85 como 
hipotenusa são 4, a saber: 2 primitivos, e 2 secundários 
deduzidos dos sub-múltiplos 5 e 17 que também são 
hipotenusas: 
85  = 
prim.
84 13   = 
prim.
36 77   = 51 +68  = 75 +40 . 
Multiplicando-se os três lados de cada um desses 4 
triângulos por 85, obtém-se 4 triângulos secundários tendo como 
hipotenusa 
γ = 85² = 7225. 
                                                 
9 Nota dos Trad.: Ver a terceira seção do presente capítulo. 
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– Enfim, a cada um dos triângulos, primitivos ou 
secundários, assim obtidos e para os quais a hipotenusa γ é um 
quadrado, corresponderá evidentemente um número ilimitado de 
triângulos secundários tendo a mesma propriedade, obtidos ao 
multiplicar os três lados α, β, γ, por um número quadrado. 
6. Investigação de triângulos a²+b² = c² para os quais 
os lados b e c são dois números consecutivos. — Já indicamos 
(ver Seção 1 de Capítulo II) um procedimento simples para 
obter a sequência dos triângulos tais que têm-se 
c = b+1. 
Recordemos que é suficiente, na identidade fundamental 
(x –y ) +(2xy)  = (x +y ) , 
fazer 
x = y+1, 
ou seja, tomar como números geradores dois números inteiros 
consecutivos. 
Havíamos estabelecido assim que todo número ímpar (a 
partir de 3), tomado como valor de a, gera um triângulo 
primitivo para o qual b e c são dois números consecutivos. Os 
números geradores são então 
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x = 
2
1a  
y = 
2
1a . 
Pode-se dar para essa propriedade a seguinte 
demonstração: 
Sabe-se que a soma dos n primeiros números ímpares é 
igual à n . 
Ora, o quadrado do número N, da n-ésima posição na 
sequência natural dos números ímpares, é também um número 
ímpar N², da ν-ésima posição na sequência.  
Têm-se, portanto, a relação 
N²+(ν−1)² = ν². 
NOTA. – Os números N é ν são dados em função de n 
pelas fórmulas 
N = 2n−1 
ν = 2n²−2n+1. 
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CAPÍTULO IV 
ALGUMAS PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS DOS 
TRIÂNGULOS RETÂNGULOS EM NÚMEROS INTEIROS 
 
1. Expressão de certos elementos notáveis em função 
dos números geradores. – Se tem em conta as relações que 
existem entre os lados de um triângulo retângulo e dos números 
geradores desse triângulo, a saber,  
a = x²−y² 
b = 2xy 
c = x +y , 
pode-se propor expressar também, em função de x e de y, outros 
elementos notáveis do triângulo, por exemplo: o perímetro, a 
área, a altura relativa à hipotenusa, as bissetrizes, os raios do 
círculo circunscrito e dos círculos inscritos, etc.  
1º Perímetro. – Se 2p é perímetro do triângulo retângulo 
(a, b, c), tem-se 
2p = a+b+c 
donde se deduz imediatamente 
p = x(x+y). 
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2º Área. – A área S é igual à 
2
ab  . 
Portanto, tem-se 
S = xy(x−y)(x+y). 
3º Altura relativa à hipotenusa. — Seja h essa altura. 
Tem-se as relações 
2S = ab = ch. 
Portanto, 
h = 
 ) (
 ) (2
yx
yxxy

  
4º Raio do círculo circunscrito. — Esse raio R é a metade 
da hipotenusa. Portanto, 
R = 
2
  yx  . 
5º Raios dos círculos inscrito e ex-inscritos. — 
Designamos esses raios respectivamente por r, ra, rb, rc. 
Sabe-se que, em um triângulo qualquer, tem-se as 
relações 
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No caso do triângulo retângulo, proveniente dos números 
geradores x e y, tem-se: 
    p = x(x+y)     donde r = y(x−y) = p−c 
p−a = y(x+y)   ra = x(x−y) = p−b 
p−b = x(x−y)   rb = y(x+y) = p−a 
p−c = y(x−y)   rc = x(x+y) = p. 
Vê-se facilmente, conforme a forma das diversas relações 
acima, que em todo triângulo em números inteiros, todos os 
elementos precedentes são expressos por valores racionais, 
mesmo se os números geradores forem irracionais,  posto  que 
x , y   e  xy sempre são números inteiros. 
Exceto a altura h e o raio R do círculo circunscrito, os 
outros elementos considerados acima são sempre expressos por 
números inteiros. 
– Em todo triângulo retângulo em números inteiros cuja 
hipotenusa é expressa por um número par, o raio R do círculo 
circunscrito é expresso por um número inteiro. 
– Estudaremos mais adiante os triângulos em números 
inteiros nos quais a altura h relativa à hipotenusa é expressa por 
um número inteiro. 
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6º Bissetrizes. — Em um triângulo qualquer ABC,  
 
Figura 2 
o comprimento da bissetriz interior do ângulo A (Figura 2) é expresso 
em função dos lados pela fórmula 
.
)(
)(4AD 2
22
cb
apbcpda 
   
O comprimento da bissetriz exterior do ângulo A (Figura 
3) é expresso em função dos lados pela fórmula 
.
)(
))((4AD' 2
2
____
cb
cpbpbc
a 
  G  
Se o triângulo é retângulo no vértice C, as expressões das 
 
           Figura 3                                                             Figura 4 
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6 bissetrizes desses três ângulos em função dos lados 
simplificam-se e escreve-se (Figura 4): 
AD = da = cb
cb 
2     δa = bc
cb 
2  
BE = db = ac
ca 
2     δb = ac
ca 
2  
CF = dc = ba
ab

2         δc = .)(
2
ba
ab
r  
Se expressamos essas 6 linhas em função dos números 
geradores, tomados sob sua forma mais geral x m e y m , 
obtém-se as fórmulas  
da = yx
yxxym

   22             δa = yx
yxxym

   22  
db = x
yxyxyxm   ))(( 
          δb = y
yxyxyxm   ))(( 
 
dc =  2 
))((22
yxyx
yxyxxym

   δc =  )2 (
))((22
yxyx
yxyxxym
r
  
Dessas fórmulas, pode-se deduzir as seguintes 
conclusões: 
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1º Nos triângulos primitivos cuja hipotenusa c é expressa 
por um número quadrado, e apenas nesses triângulos primitivos, 
bem como em todos aqueles cujos lados são produtos destes por 
um mesmo número inteiro, as duas bissetrizes do ângulo agudo 
B são expressos por números racionais.  
Os comprimentos das duas bissetrizes do ângulo A são 
irracionais, posto que eles sempre são múltiplos de p2  por 
números racionais. 
2º Nos triângulos secundários para os quais a hipotenusa 
c = x +y  é o dobro de um número quadrado, e nos triângulos 
cujos lados são múltiplos destes por um mesmo número inteiro, 
as duas bissetrizes do ângulo A são expressas por números 
racionais. 
Com efeito, 2(x +y ) é um número quadrado k ; por 
consequência,   2 yx u  é um número inteiro k. 
Os comprimentos das bissetrizes do ângulo B são então, 
irracionais, posto que .
2
2  kyx    
Convém observar que os triângulos assim obtidos 
reduzem ao caso precedente [1º], porque eles são iguais aos 
dobros destes, mas nos quais os catetos são permutados. 
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Sejam, com efeito, x' e y' os números geradores de um 
triângulo da segunda categoria, ou seja, tal que 
2(x' +y' ) = kc . 
Os catetos desse triângulo são respectivamente 
a' = x'²−y'  
b' = 2x'y'. 
Agora consideremos o triângulo tendo como números 
geradores 
2
'' yxx   e .
2
'' yxy   
[x' e y' sempre são de mesma paridade, posto que x' +y'  é 
necessariamente um número par. Portanto, x e y são números 
inteiros]. 
Então, os lados do novo triângulo são: 
2
'''  byxyxa     
2
'
2
' ' 2 ayxxyb     
 .
4
' 
2
' '   kkyxyxc      
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O triângulo ABC tem como hipotenusa um número 
quadrado e o dobro desse triângulo é igual ao triângulo A'B'C', 
mas com os catetos invertidos. 
Resulta que as bissetrizes do ângulo A do triângulo ABC 
correspondem às do ângulo B' do triângulo A'B'C', e vice-versa.  
3º Não há triângulo retângulo em números inteiros, em 
que as bissetrizes dos dois ângulos agudos são simultaneamente 
expressas por números racionais. 
4º Não há triângulo retângulo em números inteiros, em 
que as bissetrizes do ângulo reto são expressas por números 
racionais. Elas sempre são múltiplos de 2  por números 
racionais. 
5º As razões, tais como 
a
ad
G , entre os comprimentos das 
duas bissetrizes de cada um dos três ângulos de um triângulo 
retângulo em números inteiros, sempre são números racionais.  
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — O menor triângulo primitivo 
cuja hipotenusa é um número quadrado é o triângulo 
a = 7 
b = 24 
c = 25. 
149 
 
Os números geradores são  
                                          x = 4 
  y = 3              (m = 1). 
 
A bissetriz interior do ângulo B desse triângulo tem 
medida db = 4
35 , e a bissetriz exterior do mesmo ângulo B tem 
medida δb = 3
35 . 
Portanto, no triângulo retângulo cujos lados são 
respectivamente quádruplos deste triângulo primitivo, a saber, 
no triângulo (Figura 5) 
a' = 28 
b' = 96 
c' = 100, 
a bissetriz interior B'I' do ângulo B' é expresso pelo número 
inteiro 35. 
Esse é o menor triângulo retângulo em números inteiro 
 
Figura 5 
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tendo também um número inteiro como medida da bissetriz interior de 
um dos seus ângulos agudos. 
Observemos também que o triângulo retângulo B'C'I' é um 
triângulo retângulo em números inteiros, porque C'I' = 21. 
Resulta que nele A'I' = 75. 
O lado b' do triângulo A'B'C' é, portanto, dividido pela 
bissetriz interior B'I' em dois segmentos tendo como medidas 
números inteiros. 
Consideraremos agora o triângulo retângulo cujos lados 
são triplos do triângulo primitivo (a, b, c), a saber, o triângulo 
(Figura 6) 
a'' = 21 
b'' = 72 
c'' = 75, 
cuja bissetriz exterior B''E'' do ângulo B'' tem valor 35. 
Esse é o menor triângulo retângulo em números inteiros 
 
Figura 6 
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tendo também um número inteiro como medida da bissetriz 
exterior de um dos seus ângulos agudos. 
Observemos também que o segmento C''E'' tem medida 28 e, 
consequentemente, que o segmento A''E'' tem medida 100. 
Enfim, se considerarmos o triângulo retângulo A1B1C1 
(Figura 7), cujos lados são respectivamente 12 vezes maior que 
os do triângulo primitivo (a, b, c), a saber, o triângulo 
a1 = 84 
b1 = 288 
c1 = 300, 
a bissetriz interior B1I1 do ângulo B1 tem medida 105; 
 
Figura 7 
 
a bissetriz exterior B1E1 do mesmo ângulo tem medida 140. 
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Os 4 segmentos determinados por essas duas bissetrizes 
sob o lado A1C1 são expressos por números inteiros, assim como 
o segmento E1I1. Tem-se, com efeito: 
B1I1 =  105 A1I1 = 225 A1E1 = 400 
B1E1 = 140 C1I1 =   63 C1E1 = 112 E1I1 = 175. 
Esse é o menor triângulo retângulo em números inteiros no 
qual as duas bissetrizes de um dos ângulos agudos também 
são expressos por números inteiros. 
O próprio triângulo retângulo B1E1I1 é um triângulo em 
números inteiros cuja altura relativa à hipotenusa, assim como os 
dois segmentos da hipotenusa por ela determinados, têm como 
medida números inteiros. 
Portanto, a Figura 7 comporta 4 triângulos retângulos em 
números inteiros. 
7º Consideraremos agora o triângulo retângulo ABC (Figura 
8) e as 6 bissetrizes dos três ângulos. 
As bissetrizes interiores se encontram no ponto O, centro 
do círculo inscrito1 no triângulo ABC. 
                                                 
1 Nota dos Trad.: O referido círculo (circunferência) não consta na Figura 8. 
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As bissetrizes exteriores formam o triângulo MNP que 
tem como alturas as bissetrizes interiores do triângulo ABC. Os 
vértices M, N, P, são os centros dos três círculos ex-inscritos do 
triângulo ABC. 
Tracemos o círculo circunscrito a esse último. Seu centro 
é o ponto I, metade da hipotenusa AB. 
Como o círculo circunscrito passa pelos pontos A, B, C, 
pés das alturas do triângulo MNP, ele é o círculo dos nove 
pontos2 desse último. Portanto, passa também pelas metades μ, Q 
e π dos lados. 
As perpendiculares construídas aos lados do triângulo 
MNP nos pontos medianos μ, Q, π, são retas paralelas às três 
alturas desse triângulo; ainda mais, eles se reencontram em um 
mesmo ponto Z, que é o centro do círculo circunscrito ao 
triângulo MNP. 
Enfim, a reta μZ passa pelo ponto B, e a reta QZ passa 
pelo ponto A. 
                                                 
2 Nota dos Trad.: O ―círculo dos nove pontos‖ é a circunferência que passa pelos 
seguintes nove pontos: os pontos médios dos lados de um dado triângulo, os pés das 
alturas desse triângulo e os pontos médios dos segmentos que unem os vértices do 
triângulo com seu ortocentro (ponto de encontro das alturas). Embora conhecido 
antes, foi demonstrado apenas em 1821 pelos matemáticos franceses Charles-Julien 
Brianchon (1783-1864) e seu ex-aluno da École Polytechnique Jean-Victor Poncelet 
(1788-1867) num artigo intitulado "Recherches sur la détermination d'une hyperbole 
équilatère, au moyen de quatre conditions données." 
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O quadrilátero AOBZ é um paralelogramo; 
consequentemente, os três pontos O, I, Z, estão sob uma mesma 
reta, e ZI = IO. 
O quadrilátero ABMN pode ser inscrito, posto que os 
ângulos MAN e MBN são retos (O centro do círculo 
circunscrito a esse quadrilátero é, aliás, o ponto π, metade de 
MN). Com isso, os ângulos AMB e ANB são iguais. 
Do mesmo modo, o quadrilátero AOCN pode ser 
inscrito, donde resulta a igualdade dos ângulos ANB e ACO. 
Portanto, têm-se as igualdades 
ângulo AMB = ângulo ANB = ângulo ACO = .
4
π  
O triângulo retângulo AMQ é por consequência, 
isósceles, e o trapézio AMBZ também o é; portanto, suas 
diagonais são iguais: ZM = AB.  
Mas ZM é um raio do círculo circunscrito3 ao triângulo 
MNP. Portanto, esse círculo tem raio ρ = c, hipotenusa do 
triângulo ABC, ou ρ = 2R, dobro do raio do círculo circunscrito 
ao triângulo ABC. 
ρ = c = 2R = x +y . 
                                                 
3 Nota dos Trad.: O referido círculo (circunferência) não consta na Figura 8. 
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Sendo o triângulo retângulo AMQ isósceles, o triângulo 
retângulo AMP também o será, donde deduz-se 
AM = AP. 
Estabelece-se da mesma maneira que 
BN = BP. 
Pode-se expressar os lados do triângulo MNP em função 
dos lados a, b, c, do triângulo ABC e, consequentemente, em 
função dos números geradores x e y: 
O triângulo MZN, retângulo em Z, é também isósceles, 
posto que cada um dos lados ZM e ZN é igual a ρ, ou seja, a c. 
Portanto, tem-se 
MN = c .2  
Pode-se verificar facilmente as seguintes relações: 
MN = c 2    PC = ))(( accb   
NP = )(2 cbc    MA = )( acc   
PM = )(2 acc    NB = )( cbc   
Área MNP = ∑ = 
2
1 c ))((2 accb  = c×p. 
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Com efeito, 
(b+c)(c+a) = ab+bc+ca+c . 
Mas tem-se também 
2p = a+b+c 
ou 
4p  = 2(ab+bc+ca)+a +b +c  
Substituindo-se a +b  por c , temos 
4p  = 2(ab+bc+ca+c ) = 2(b+c)(c+a) 
ou enfim 
p = 
2
1
))((2 accb  . 
 
Figura 8 
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Ora, se quisermos expressar os elementos precedentes do 
triângulo MNP em função dos números geradores x e y, 
obteremos as seguintes fórmulas: 
NP = α = (x+y)  ) (2 yx        MA = hα = x  ) (2 yx   
PM = β = 2x   yx    NB = hβ = (x+y)   yx   
MN = γ = 2 (x +y )  PC = hγ = 2 x(x+y) 
∑ = x(x+y)(x +y ). 
Verificação. — Tem-se: 
2∑ = α∙hα = β∙hβ = γ∙hγ = 2x(x+y)(x +y ). 
2. TEOREMA DE FERMAT: A área de um triângulo 
retângulo em números inteiros jamais é nem um número 
quadrado nem a metade de um quadrado. – Basta demonstrar 
o teorema para os triângulos primitivos: 
Em qualquer triângulo primitivo a²+b² = c² em números 
inteiros, nem o produto   
 
 nem o produto ab podem ser números 
quadrados. 
Lema. – Se x e y são dois números primos entre si, sendo 
um par, os 4 números x, y, x−y, x+y, são todos primos entre si, 
dois a dois. 
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Ainda mais, se x for ímpar, os quatro números x, 2y, x−y, 
x+y, são todos primos entre si, dois a dois. 
1º x−y e x+y são primos entre si, porque se eles tivessem 
um divisor comum δ, δ dividiria ao mesmo tempo a soma 2x e a 
diferença 2y, e como δ seria necessariamente ímpar, ele deveria 
dividir x e y. 
2º x e x−y são primos entre si, porque se eles tivessem 
um divisor comum z, poder-se-ia escrever 
    x = λz 
x−y = μz 
donde tirar-se-ia 
y = (λ−μ)z. 
Portanto, o número z também dividiria y, o que é 
impossível. 
Provar-se-á da mesma maneira que x e x+y são primos 
entre si, assim como y e x−y, ou y e x+y. 
3º Se x é ímpar, como ele é primo com y, ele o é também 
com 2y. 
Portanto, só nos resta mostrar que 2y é primo com x−y e 
com x+y. Ora, isto é evidente, porque x−y e x+y são ambos 
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ímpares e não admitem o fator 2 e, de outra parte, y é primo com 
cada um. 
Assim, todas as proposições do lema são estabelecidas. 
 
Agora seja  
(1)                                        a +b  = c ; 
um triângulo primitivo e designemos por λ e μ seus números 
geradores. 
Têm-se, portanto, as relações 
a = λ²−μ² 
b = 2λμ 
c = λ²+μ². 
Os números λ e μ são primos entre si e de paridades 
diferentes. O mesmo acontece com os números a e b, sendo que 
a é ímpar. 
A área S do triângulo tem como expressão 
(2)          S = a×
2
b
= λμ(λ−μ)(λ+μ). 
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Admitimos que S seja um número quadrado. Então, visto 
que os números a e 
2
b são primos entre si, assim como os 4 
números λ, μ, λ−μ e λ+μ, resulta que cada um desses 6 números 
deve ser um quadrado. 
Pomos, então, 
a = α². 
Deduz-se 
α² = λ²–μ² 
ou 
(3)                                       α²+μ² = λ² 
e, como a é ímpar, α também o é. 
Mas a relação (3), na qual λ e μ são números primos 
entre si e de paridades diferentes, mostra que α e μ são catetos 
de um triângulo primitivo cuja hipotenusa é λ. O triângulo (3) é 
evidentemente menor que o triângulo inicial (1). 
De outra parte, sendo α ímpar, μ é par e λ é ímpar. 
Designamos por x e y os números geradores do triângulo 
(3). Temos as relações 
x +y² = λ 
2xy = μ. 
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Mas λ e μ são números quadrados, e pode-se pôr 
λ = λ'  
μ = 4μ'  
donde 
(4)           x +y  = λ'  
    
2
xy
= μ'². 
Essas duas últimas relações significam que x e y são os 
catetos de um triângulo primitivo cuja área S' =
2
xy é um número 
quadrado. O triângulo (4) é evidentemente menor que o triângulo 
inicial (1). 
Portanto, admitindo que a área do triângulo primitivo (1) 
é um quadrado, deduz-se que o mesmo deve acontecer com a 
área de outro triângulo primitivo menor (4).  
Aplicando o mesmo raciocínio, mas tomando o triângulo 
(4) como o triângulo inicial, e assim por diante, somos 
conduzidos a um absurdo, porque os números inteiros positivos 
não vão diminuindo indefinidamente, sendo a unidade seu limite 
inferior.  
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Portanto, deve-se concluir que o produto 
2
ab , área de um 
triângulo retângulo primitivo, jamais é expresso por um número 
quadrado. 
Como corolário imediato, o mesmo acontece com a área 
de qualquer triângulo retângulo em números inteiros. 
Observação. – Também resulta do teorema precedente 
que, se dois números inteiros são quadrados, sua soma e sua 
diferença jamais podem ser simultaneamente números 
quadrados. 
Com efeito, se os 4 números, x, y, x−y e x+y, fossem 
todos quadrados, seu produto seria um número quadrado. Ora, 
esse produto é a expressão da área do triângulo tendo x e y como 
números geradores. 
— Demonstraremos, agora, que o produto a×b dos dois 
catetos de um triângulo retângulo em números inteiros, isto é, o 
dobro da área desse triângulo, jamais é um número quadrado. 
Basta estabelecer essa proposição para o caso dos 
triângulos primitivos. 
Portanto, seja  
(1)                                        a +b  = c  
um triângulo primitivo. 
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Se pudéssemos pôr ab = k , como os números a e b são 
primos entre si, cada um deverá ser um quadrado. 
Supondo então que 
a = x²−y² = α², 
deduz-se  
(2)                                    x  = y + α . 
O número gerador x do triângulo (1) é, portanto, 
hipotenusa de um triângulo primitivo (2) menor que o triângulo 
(1). O outro número gerador y é o cateto par do novo triângulo. 
Portanto, o número x, é necessariamente ímpar. 
De outra parte, ter-se-ia 
b = 2xy = β², 
e, como x e y são primos entre si e y é par, os números x e 2y 
também são primos entre si. Portanto, seu produto b não pode 
ser quadrado, a não ser que x seja quadrado, bem como 2y, e, em 
consequência, também 
2
y . 
O número y é, portanto, o dobro de um quadrado e pode-
se pôr 
x = x'  
y = 2y' . 
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Portanto, o triângulo primitivo (2) tem, como hipotenusa, 
um número quadrado ímpar e, como cateto par, o dobro de um 
quadrado. Desta forma, todos os dois números geradores desse 
triângulo são números quadrados. Com efeito, se λ e μ são os 
referidos números geradores, tem-se 
y = 2y'  = 2λμ, 
e como λ e μ são primos entre si, cada um é necessariamente 
quadrado. 
Pode-se escrever 
λ = λ'² 
μ = μ'² 
donde 
(3)                                           x = x'² = λ²+μ² = λ'4+μ'4. 
Mas FERMAT4 enunciou e demonstrou a seguinte 
proposição: 
A soma (ou a diferença) de dois números biquadrados, 
inteiros ou fracionários, jamais é um número quadrado. 
Portanto, a relação (3) x'2 = λ'4+μ'4 é impossível. 
                                                 
4 Nota dos Trad.: Ver as Observações sobre Diofanto de Fermat, parágrafos 33 e 45. 
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Aliás, pode-se estabelecer diretamente essa 
impossibilidade no caso atual, raciocinando como previamente, 
quando tratamos de demonstrar que 
2
ab  jamais pode ser um 
número quadrado: 
Com efeito, a relação 
(3)                                            x'2 = λ'4 +μ'4 
indicaria que x' é a hipotenusa de um triângulo retângulo tendo 
como catetos λ'2 e μ'2. O dobro da área desse triângulo (3) seria, 
portanto, λ'2×μ'2 = Q'  . Isso seria um quadrado. 
Como o triângulo (3) é evidentemente menor que o 
triângulo inicial (1) e como, a partir do triângulo (3), poder-se-á, 
com o mesmo raciocínio, deduzir um outro triângulo primitivo 
ainda menor e para o qual o dobro da sua área será novamente 
um quadrado, chegar-se-ia, como anteriormente, a um absurdo. 
Portanto, não há triângulo primitivo algum e, 
consequentemente, triângulo retângulo em números inteiros 
algum, para o qual o dobro da sua área seja um número 
quadrado. 
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3. Investigação de triângulos nos quais a altura 
relativa à hipotenusa é expressa por um número inteiro e, 
em particular, por um quadrado. — A expressão da altura h 
em função dos lados do triângulo retângulo é 
.c
abh   
Para que o número h seja inteiro, é necessário, portanto, 
que o produto a×b seja divisível por c. 
Já temos concluído que não há triângulo primitivo em que 
h seja inteiro. 
De outra parte, sabemos que o produto a×b é sempre é 
um múltiplo de 12 (ver Capítulo I). Ora, o número 12 não é 
hipotenusa. Os múltiplos de 12 que figuram como hipotenusa nos 
triângulos retângulos a' +b'  = c'  são múltiplos de um número 
primo da forma 4n+1, digamos γ. As hipotenusas c' são, portanto, 
da forma geral 
c' = 12×m×γ 
sendo m um número inteiro qualquer. 
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Os valores correspondentes de a' e b' são  
a' = 12×m×α 
b'= 12×m×β 
e então, nesses triângulos, tem-se 
h' = J
ED uuum12 . 
Portanto, em todos os casos, a altura h é um múltiplo de 
12. 
Isso estabelecido, se levarmos em conta que o número 
primo γ = 4n+1 sempre é hipotenusa de um triângulo primitivo, 
posto que ele sempre é uma soma de dois quadrados, veremos 
que, para obter os valores de h em números inteiros, basta partir 
de um triângulo primitivo qualquer α'²+β'² = γ'² e multiplicar 
seus três lados por γ '. Obteremos assim um triângulo secundário 
a' +b'  = c' , 
com 
a' = α'γ ' 
b' = β'γ ' 
c' = γ '  
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para o qual 
 
 
 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — 1º Do triângulo primitivo 
menor, 3 +4  = 5 , deduz-se, após a multiplicação dos três lados 
por 5, ou por um múltiplo qualquer de 5: 
15 +20  = 25 , para o qual h = 12 
ou (15×m) +(20×m)  = (25×m) , com h = 12×m. 
2º Do triângulo primitivo 5 +12  = 13  deduz-se do 
mesmo modo (5×13×p) +(12×13×p)  = (13 ×p) , com h = 60×p. 
3º Do triângulo primitivo 15 +8  = 17  deduz-se5 
(15×17×t) +(8×17×t)  = (17 ×t) , com  h = 120×t, etc., etc. 
                                                 
5 N. dos Trad.: No segundo cateto, o texto tem (8×12×t), o que é evidentemente um 
erro de composição gráfica. 
).'')(''(''2''
'
''' yxyxyxc
bah  u  ED
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Observações. — Podem existir vários triângulos 
retângulos diferentes para os quais a altura h corresponde a um 
mesmo valor inteiro. Se, por exemplo, nas fórmulas dadas acima, 
faz-se t = 1, p = 2, m = 10, então o valor obtido para h, a saber, 
120, corresponde a três triângulos diferentes: 
150 +200  = 250  
130 +312  = 3382 
255 +136  = 289 . 
Ao calcularmos os sucessivos múltiplos de 12, obtidos 
pelo produto a×b tomando os triângulos primitivos menores6, 
obtêm-se uma sequência ∑ cujos primeiros termos (inferiores a 
10.000) são: 
12, 60, 120, 168, 360, 420, 4201, 660, 1008, 1092, 1260, 1680, 
1848, 1980, 2448, 2640, 2772, 3120, 3420, 3432, 4620, 4680, 
5148, 5460, 54601, 6072, 7140, 7800, 8160, 8580, 9240, 9828, 
10032, ... 
Aliás, os termos sucessivos da sequência ilimitada ∑ são 
dados por todos os valores que a expressão  
h = 2xy(x−y)(x+y) 
pode assumir quando toma-se como valores de x e de y dois 
números inteiros, primos entre si e de paridades diferentes. 
                                                 
6 N. dos Trad.: Ver Tabela I no final do texto. Observamos que no texto original a 
penúltima entrada é dada erradamente como 9628. 
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Em particular, h pode ter o mesmo valor para vários 
pares diferentes de valores de x e y, aos quais correspondem esse 
tanto de triângulos primitivos dando o mesmo valor para o 
produto a×b. 
 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. –    x = 5     e      x = 6 dão dois triângulos  
                                  y = 2           y = 1 
primitivos 
21 +20  = 29  
35 +12  = 37 . 
Esses dois triângulos têm, para o produto a×b dos dois 
catetos, o mesmo valor ab = 420. Portanto, têm a mesma área 
.210
2
 ab  
Do mesmo modo, 
5460 = 91×60 = 195×28 
e as duas decomposições correspondem à dois triângulos 
primitivos. 
De uma forma geral, pode-se obter ao menos n 
triângulos diferentes tendo a mesma altura h, se existe na 
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sequência ∑, quando prolongada o suficiente, um termo que 
possui n−1 submúltiplos, sendo todos também como termos da 
mesma sequência. Escolhe-se, então, esse termo como o valor 
de h. 
O número n será aumentado se um ou vários dos 
divisores de h, ou o próprio número h, figuram várias vezes na 
sequência ∑ como proveniente de vários pares de números 
geradores x e y.  
EXEMPLO NUMÉRICO. — Consideremos o termo 1680 da 
sequência ∑. Pode-se escrever: 
1680 = 1680×1 = 420×4 = 168×10 = 120×14 
= 60×28 = 12×140. 
O termo 1680 possui, portanto, 5 divisores figurando 
entre os termos da sequência ∑; além disso, um desses divisores, 
420, ocorre duas vezes. Há, portanto, 7 triângulos diferentes 
tendo 1680 como valor da altura h. 
Verifica-se do mesmo modo que o número 5460 também 
é altura de 7 triângulos retângulos diferentes; que o número 9240 
é altura de 10 triângulos diferentes; etc. 
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— Agora iremos mostrar que também existem triângulos 
secundários para os quais a altura h é um número inteiro 
quadrado. 
Nenhum termo da sequência ∑ pode ser quadrado, posto 
que cada um é o produto dos dois catetos a e b de um triângulo 
primitivo (Teorema de Fermat). 
Mas alguns múltiplos desses termos dão números 
quadrados para valores de h: 
Todo termo σ da sequência ∑ é da forma 
σ = 2²×3×m. 
Ter-se-á, portanto, soluções multiplicando σ por 3m×p , 
sendo p um número inteiro qualquer. 
Se, ainda mais, 3m = q ×r, ter-se-á todas as soluções 
possíveis multiplicando σ por p ×r, onde p pode tomar todos os 
valores inteiros. 
EXEMPLOS. — O 1o termo, 12, multiplicado por 3p , 
sempre dará números quadrados. Será do mesmo modo com o 2o 
termo, 60, multiplicado por 15p ; do 3o termo, 120, multiplicado 
por 30p ; do 4o termo, 168, multiplicado por 42p ; do 5o termo, 
360, multiplicado por 10p , etc., etc. 
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4. Triângulos retângulos cujos lados estão em 
progressão aritmética. — Seja r a razão da progressão; ter-se-á 
                       b = a+r                                            a = b+r 
                                                    ou 
                       c = a+2r                                           c = b+2r     
isto é, em função dos números geradores: 
 
                         2xy = x²−y +r                                 x²−y  = 2xy+r 
                                                       ou 
                       x +y  = x²−y +2r                               x +y  = 2xy+2r             
Disto, deduz-se facilmente                        
 x = 2 r                                            x = 
2
23 r  
           ou 
                  y = r                                               y = 
2
2r  
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Nos dois casos, a razão y
x  é constante. É igual a 2 no 
primeiro caso, e à 3 no segundo. 
Os únicos triângulos que possuem essa propriedade são, 
portanto: o triângulo primitivo deduzido dos valores x = 2, y = 1, 
a saber, 3 +4  = 5 , e todos os triângulos secundários derivados 
desse triângulo primitivo, a saber, 
(3m) +(4m)  = (5m) , 
sendo m um número inteiro qualquer, que, aliás, será a razão da 
progressão. 
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CAPÍTULO V 
ESTUDO DE ALGUMAS PROPRIEDADES 
DE SEQUÊNCIAS RECORRENTES 
 
1. Estudo de algumas propriedades de sequências de 
números inteiros determinadas pela relação de recorrência 
(1)                                 un+1 = pun+un−1 
entre três termos consecutivos, sendo p um número positivo. 
– Para que uma sequência U assim definida por um valor de p 
seja completamente determinada, é necessário fixar os valores 
de dois termos consecutivos, em particular, dois valores iniciais 
u0 e u1. 
Se se admitir apenas termos positivos e sempre 
crescentes com o índice n, deverá colocar as condições 
u1 > 0 
u2 ≥ u1. 
A segunda condição pode ser escrita como 
(p−1)u1+u0 ≥ 0. 
Se, em particular, faz-se 
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u0 = 0 
u1 = 1, 
obtêm-se, para cada valor de p, uma sequência que denomina-se 
sequência fundamental. 
Para p = 1, a sequência fundamental é a de FIBONACCI7, 
cujos primeiros termos, à partir de u0, são: 
 
 
Para p = 2, obtêm-se a sequência fundamental de PELL8, 
cujos primeiros termos são:  
 
 
Para p = 3, os primeiros termos da sequência 
fundamental são: 
 
 
                                                 
7 Nota dos Trad.: Apelido do matemático italiano Leonardo di Pisa (1170-1250). 
8 Nota dos Trad.: John Pell (1611-1685), matemático inglês. 
p = 1 Índices  
U 
0   1  2  3  4  5  6    7   8    9   10  11    12    13  ... 
0,  1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...   
p = 2 Índices  
U 
0   1  2  3   4    5     6      7       8       9       10   ... 
0,  1, 2, 5, 12, 29,  70, 169,  408,  985,  2378, ...,   
p = 3 
0  1  2    3   4      5      6      7     8       9           ... 
0,  1, 3, 10, 33, 109, 360, 1189, 3927, 12970, ...,   
Índices  
U 
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etc., etc. 
As sequências U gozam de numerosas propriedades 
muito interessantes, algumas das quais, nos casos particulares de 
p = 1 ou p = 2, nos permitem resolver completamente certos 
problemas relacionados à teoria dos triângulos retângulos em 
números inteiros, conforme veremos mais adiante. 
Indicaremos as seguintes propriedades: 
1º Entre três termos consecutivos, além da relação de 
recorrência (1) que determina a lei de formação da sequência, 
também tem-se a relação 
(2)                                  un−1×un+1−u 2n  = (−1)n. 
Com efeito, pode-se constatar que essa relação existe 
para os primeiros valores de u. Admitimos, portanto, que ela 
seja verificada até um certo termo un, e que têm-se: 
(α)                                un−2×un−u 2 1n  = (−1)n–1 
e calculamos o valor de un−1×un+1−u 2n . 
Substituindo un+1  pelo valor pun+un−1, obteremos 
un−1(pun+un−1)−u 2n  
ou                                 un(pun−1−un)+u 2 1n  
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ou                                −un×un−2+u 2 1n . 
A expressão α muda de sinal. Portanto, 
un−1×un+1−u 2n  = −(−1)n−1 = (−1)n. 
2º Entre dois termos consecutivos, tem-se a relação 
(3)                        u 2 1n −u 2n −p∙un∙un+1 = (−1)n. 
É suficiente, para verificar essa relação, eliminar un−1 das 
relações (1) e (2). 
3º Cada termo de ordem ímpar, nas sequências U [sendo 
o termo u1 considerado como o primeiro], é igual à soma dos 
quadrados dos dois termos consecutivos cujos índices somam ao 
índice do termo considerado. Tem-se, portanto, a relação 
(4)                                 u2n+1 = u 2n +u 2 1n  
4º Cada termo de ordem ímpar, diminuído pela unidade, 
dá um número igual ao produto de p pela soma de todos os 
termos de ordem par que o precede. Têm-se, portanto, a relação 
(4bis)                      u2n+1 = 1+p[u2+u4+u6+...+u2n]. 
5º Cada termo de ordem par é igual ao quociente, por p, 
da diferença entre os quadrados de outros dois termos cujos 
índices são respectivamente a metade mais 1 e a metade menos 
1 do índice do termo considerado. Tem-se, portanto, a relação 
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(5)                                                       u2n = p
uu nn 2 12 1   . 
6º Cada termo de ordem par é também igual ao produto 
de p e a soma de todos os termos de ordem ímpar que o precede. 
Tem-se, portanto 
(5bis)                          u2n = p[u1+u3+u5+...+u2n–1]. 
7º A soma dos n primeiros termos das sequências U se 
exprime, em função dos dois últimos destes termos, pela 
fórmula 
(6)                              ∑    
    )         
 
 
 . 
8º Cada termo das sequências U pode ser expresso em 
função de p e do número n, que indica sua ordem, pela fórmula  
                                      
            
Se n é ímpar e igual a 2ν+1, o último termo, isto é, o 
termo no qual se parou no desenvolvimento precedente, será 
.1C 0  u pQQ  
Se n é par e igual a 2ν, o último termo, isto é, o termo no 
qual se parou, será .νC 11- pp u uQQ  
[A notação C βα  significa o número das combinações 
simples de α objetos tomados β a β]. 
9º A expressão 
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n
nu
p )1(1
4
2
2
¸¸¹
·
¨¨©
§   
é sempre um número quadrado. 
Com efeito, a relação (3) 
u 2n −u 2 1n −pun–1un = (−1)n–1 
pode ser escrita 
u 2n +(−1)n = u 2 1n +pun–1un 
                            = 2
22
1 42 nnn
upupu »¼
º
«¬
ª   
donde tem-se  
(7)              ( 
 
 
  )        )        
 
 
        . 
Se o número p é par, tn será um número inteiro para todo 
valor de n. Em particular, na sequência de Pell, para a qual p = 
2, tem-se para cada termo 
,tu nnn 22 )1(2    
sendo tn sempre um número inteiro. 
Se o número p é ímpar, os números tn não são inteiros 
exceto para os valores de n aos quais correspondem os termos 
pares nas sequências U. 
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Em particular, na sequência de Fibonacci (p = 1), os 
termos pares são aqueles cujo índice de ordem é um múltiplo de 
3. É necessário, portanto, ter n = 3n'. 
O mesmo, aliás, acontece para todas as sequências 
obtidas com um valor ímpar de p. 
Observação. — Os números t que se obtém, através da 
relação (7), para cada valor de u nas sequências U, são 
relacionados pela mesma lei de recorrência (1) que os próprios 
termos u. Tem-se a relação 
(8)                                  tn+1 = ptn+tn−1. 
Com efeito, temos, em virtude das relações (7): 
tn+1 = un+ 2
p un+1 
tn   = un−1+ 2
p un 
tn−1 = un−2+ 2
p un−1. 
Se substituímos un+1 por pun+un−1 e un−2 por un−pun−1, é 
fácil de verificar que se obtém a relação (8) 
tn+1 = ptn+tn−1. 
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Os números t formam, portanto, uma sequência T 
determinada pela mesma lei de recorrência que a sequência U 
obtida pelo mesmo valor de p. 
Para determinar os valores iniciais de cada sequência T, 
fazemos n = 2 e, em seguida, n = 1 nas fórmulas (7); resulta que 
t2 = u1+ 2
p u2 
t1 = u0+ 2
p u1. 
Temos, de outra parte, 
u0 = 0,    u1 = 1,    u2 = p. 
Portanto, 
t2 = 1+ 2
2p  
t1 = 2
p  
e como se tem também 
t0 = t2−pt1 
resulta disso que 
t0 = 1. 
10º A expressão  
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[
 
  
                 ]    
é sempre um número quadrado. 
 
Têm-se, com efeito, as relações 
un+2 = pun+1+un 
un−1 = un+1−pun 
donde deduz-se 
un−1×un+2 = p > @ )1 (22 1  puu nn unun+1 
e, levando em consideração a relação (3): 
un−1×un+2 = un∙un+1+(−1)n∙p 
assim 
un−1∙unun+1∙un+2 = [un∙un+1]²+(−1)n∙pun∙un+1 
e 
.1)(241
2
1211 »¼
º
«¬
ª    nnnnnnn p
uu
p²
uuuu  
11º Da relação de recorrência (1), pode-se deduzir a 
expressão da razão 
n
n
u
u 1  de dois termos consecutivos, sob a 
forma de uma fração contínua. 
Tem-se, com efeito: 
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12º Consideraremos, agora, uma sequência S de números 
inteiros, definida pela mesma lei de recorrência que a sequência 
fundamental U, a saber: 
sn+1 = psn+sn−1, 
mas com dois valores iniciais quaisquer s0 e s1 constituindo os 
dois menores valores positivos dos termos da sequência S. 
Pode-se expressar o termo geral sn em função de s0 e de 
s1, pela seguinte fórmula, que é fácil de verificar partindo dos 
primeiros valores atribuídos à n: 
(β)                              sn = un−1s0+uns1. 
De uma forma mais geral, tem-se a relação 
sm+n = unsm−1+un+1sm. 
O estudo precedente das propriedades da sequência 
fundamental U estabeleceu a relação (3) entre dois termos 
consecutivos: 
                        )   . 
. 
. . 
 
n−1 vezes 
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Se, ao levar em conta a relação (β) acima, calcula-se a 
expressão análoga 
,spsss nnn-nn 12 12σ   
obtém-se 
,spsss nnnn 11012021σ   MMM  
e como 
nM  = (−1)n−1 
1nM = (−1)n−2= − nM  
tem-se, enfim, a notável fórmula a seguir: 
(σ)             nnnnn spsss 12 12σ   = (−1)
n−1( 102021 spsss  ). 
Casos particulares. — 1º Ao fazer s0 = 0, s1 = 1, 
reencontra-se a relação (3) 
1
1
2
1
2 )1(    nnnnn uupuu  
(sequência fundamental). 
2º Ao fazer9 s0 = 1, s1 =   , obtém-se a relação que liga 
dois termos consecutivos da sequência T, a saber: 
                                                 
9 Nota dos Trad.: O valor de s1 no original é ilegível. No entanto, já sabemos que t0 = 
1 e t1 =   . Assim, os valores para t0 e t1 dados no texto fazem com que tn = sn e 
validam a equação dada por Bahier. 
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                     ) (
  
 
  ). 
Dentre todas as sequências obtidas conforme a lei de 
recorrência (1), para cada valor inteiro positivo atribuído à p, há 
alguns que são mais interessantes, porque estabeleceremos em 
breve que elas podem servir para determinar todas as soluções 
do seguinte problema: 
Encontrar todos os triângulos retângulos em números 
inteiros para os quais a diferença entre os catetos é igual a um 
dado número. 
Essas sequências são as que correspondem ao valor 
particular p = 2. São frequentemente designadas pelo nome de 
sequências de Pell, do nome do matemático inglês JEAN10 PELL 
(1610-1685), que estudou várias das suas propriedades. 
A lei de recorrência entre três termos consecutivos é então 
(1)                              un+1 = 2un+un−1. 
A sequência fundamental U, obtida fazendo-se u0 = 0, 
u1=1, tem os seguintes primeiros termos, a partir de u0: 
0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378, 5741, ... 
                                                 
10 Nota dos Trad.: Bahier usou a versão francesa do nome inglês ―John‖. Embora 
alguns historiadores dessem o ano do seu nascimento como sendo 1610, a maioria dá 
1611. 
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Considerando 1 como o primeiro termo u1, tem-se que 
todos os termos de ordem ímpar são números ímpares, e que 
todos os termos de ordem par são números pares. 
A relação (3) que liga dois termos consecutivos escreve-
se: 
(3)                           2 1nu − 2nu −2unun+1 = (−1)n. 
A relação (7) torna-se 
(7)                           2 2nu +(−1)
n = (un−1+un)  = 2nt . 
Temos estabelecido, de outra parte, que os números t que 
se obtêm assim para cada valor de u são ligados pela mesma lei 
de recorrência que os termos da sequência U. Tem-se, portanto 
(8)                            tn+1 = 2tn+tn−1. 
Os valores iniciais da sequência T são: 
t0 = 1 
t1 = 1. 
Os primeiros valores da sequência T são indicados 
abaixo, juntos com os valores correspondentes da sequência U: 
 
 
Índices  
u 
t 
0   1  2   3     4     5    6     7     8       9       10     11     ... 
0,  1, 2,  5,  12,  29, 70, 169, 408,  985,  2378, 5741, ... 
1,  1, 3,  7,  17,  41, 99, 239, 577, 1393, 3363, 8119, ...    
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A relação (7) pode ser escrita 
(7)                                    tn = un−1+un. 
Os números t são todos ímpares, posto que são a soma de 
dois termos consecutivos da sequência U, que sempre são de 
paridades diferentes. 
Observação. — Termo algum da sequência T é múltiplo 
de 5. 
Com efeito, se um termo tn fosse múltiplo de 5, como é 
sempre ímpar, terminaria com o algarismo 5, assim como todas 
as suas potências. 
Em virtude da relação 
2
nt = ,12 2 rnu  
o número 22 nu  terminaria, então, em 4 ou em 6; 2nu  terminaria 
em 2, ou 3, ou 7, ou 8. 
Ora, um número quadrado termina em 0, 1, 4, 5, 6 ou 9, 
jamais em um dos 4 algarismos do grupo precedente. 
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Exercícios. — Pode-se verificar facilmente as seguintes 
fórmulas: 
(9)                                       > @nnn ttu  12
1  
(10)                                   un+1 = un+tn 
(11)                        t2n = 2 2nt −(−1)n = 4 2nu +(−1)n 
(12)                   t2n+1 = 2 1nt − 2nt +(−1)n = 2( 2 1nu − 2nu )−(−1)n 
tn = 2n−1+ ...2C...2)3(221
121
1
53    pnp pnnn p
nnnn  
[Termina-se o desenvolvimento ao termo que corresponde 
ao valor 
2
1 np se n é ímpar, ou ao valor p = 
2
n  se n é par. No 
primeiro caso, o expoente do último fator 2 é 0 (20 = 1); no 
segundo caso, o expoente do último fator 2 é −1 .
2
12 1 »¼
º¸
¹
·¨
©
§    
.ttut nnn
n
n )(2
1
110 
  ¦  
)1(
2
1)1(
2
1
11   ¦ nnnn uutu  
(13)               tn−1×tn+1 = 2 2nu −(−1)n = 2nt −2×(−1)n 
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(14)                                            un×tn = nu22
1  
     1
2
2
1
 ¦ nnn uuu  
]1[
2
1
10
2  ¦ nnn n ttt  
12121 2    nnn-nn uuuuu  
nnnnn )(uuuu 1
2
321     
u1u2+u2u3+...+u2n−1∙u2n = 2
2
2nu  
u1u2+u2u3+...+u2n∙u2n+1 = > @121 2 12 nu  
[un−1∙un∙un+1∙un+2]+1 = [un∙un+1+(−1)n]2 = 2υn . 
TEOREMA. — As razões 
n
n
u
t dos termos de mesma ordem 
nas duas sequências T e U são as reduções sucessivas que se 
obtêm pelo desenvolvimento de 2 em fração contínua. 
Sabe-se que o desenvolvimento de um número 
incomensurável da forma 1 a  dá uma fração contínua 
ilimitada e periódica, cujo primeiro quociente incompleto é a e 
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onde todos os outros quocientes incompletos, em número 
ilimitado, são iguais a 2a. 
Em particular, se a = 1, tem-se o desenvolvimento de 
2  , com os quocientes incompletos 
1; 2, 2, 2, ... 
De outra parte, tem-se a relação 
tn = un+un−1 
portanto 
.11
1
»
¼
º
«
¬
ª
 
n
nn
n
u
uu
t  
Estabelecemos anteriormente a fórmula do 
desenvolvimento em fração contínua da razão 
1n
n
u
u  para um valor 
qualquer do coeficiente de recorrência p. No presente caso 
particular de p = 2, essa fórmula dá 
1n
n
u
u = 


2
12
12  
 
. . 
.  
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sendo o número dos quocientes incompletos figurando como 
denominadores igual a n–2. 
Pode-se, portanto, escrever 
n
n
u
t = 


2
12
11  
 
com n−1 quocientes incompletos igual à 2. 
Esse desenvolvimento é idêntico àquele de 2  em que 
se termina ao (n−1)-ésimo quociente incompleto igual a 2. 
A razão 
n
n
u
t é, portanto, igual à n-ésima redução obtida 
no desenvolvimento de 2 . 
COROLÁRIO. — A razão 
n
n
u
t , quando n cresce 
indefinidamente, tem como limite 2 . 
Sabe-se, de outra parte, com base sob as propriedades 
gerais das reduções, que essa relação é alternativamente menor 
. 
. . 
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ou maior que seu limite, e que o valor absoluto da diferença 
entre 2 e 
n
n
u
t  diminui continuamente quando n aumenta. 
Daremos ainda uma interessante aplicação das 
propriedades das sequências de Pell à solução do seguinte 
problema: 
PROBLEMA. — Encontrar os números inteiros que são 
simultaneamente triangulares e quadrados. 
O número triangular de ordem α na sequência desses 
números é dado pela expressão 
.
2
)1α(α   
Também será quadrado, se for possível pôr 
 N
2
)1α(α   , 
sendo N, então, um número inteiro. 
Tem-se, portanto, a relação 
.
2
1 N81α   
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Todo número quadrado, portanto, cujo óctuplo, 
aumentado por 1, for um quadrado, também será triangular. 
Pode-se obter a sequência completa de todos esses 
números por meio das propriedades da sequência de Pell. 
Estabeleceremos que, se toma-se como valor de α o quadrado de 
um termo de índice ímpar na sequência T (deduzida da 
sequência fundamental U como visto acima), ou se toma-se 
como valor α+1 o quadrado de um termo de índice par na 
mesma sequência T, obtém-se como valor de 
2
)1α(α   um 
número quadrado N  tal que N é igual à metade de um termo de 
índice par na sequência fundamental U. 
Com efeito, fazendo-se 
2
12α  nt , 
tem-se, em virtude da relação (7) anteriormente estabelecida: 
2
1221α   nu  
donde 
2
)1α(α   = [u2n−1×t2n−1]2. 
Da mesma forma, fazendo-se 
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α+1 = 22nt  
 
tem-se  
α = 222 nu  
donde 
2
)1α(α   = [u2n×t2n]2 
e, em virtude da relação (14) acima (un×tn = 2
1 u2n), tem-se, no 
primeiro caso, 
2
)1α(α   = 
2
24
2 »¼
º
«¬
ª nu  
ou, no segundo caso, 
2
)1α(α   = 
2
4
2 »¼
º
«¬
ª nu . 
 Obtém-se, portanto, um número ilimitado de soluções. 
Os primeiros valores de α e de N assim obtidos são: 
 
 
α 
N 
1,   8,   49   288,   1681,  9800, 57121,  332928,   ... 
1,   6,   35,  204,   1189,  6930, 40391,  235416,   ... 
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Resta estabelecer que o procedimento acima indicado 
fornece todas as soluções do problema, ou seja, que todo 
número quadrado que é também triangular é igual ao quadrado 
da metade de um termo de índice par na sequência fundamental 
de Pell. 
Seja, portanto, N2 = 
2
)1α(α  , um número que é ao 
mesmo tempo quadrado e triangular. 
Supomos, para começar, que α é par. Então α+1 é ímpar 
e primo com 
2
α . Disso resulta, visto que o produto 
2
α
(α+1) é 
quadrado, que o mesmo acontece com 
2
α  e com α+1 (ver o 
início do primeiro capítulo). Pomos, portanto 
2
α  = y2 
α+1 = k2. 
Disto, deduz-se 
2y2+1 = k2. 
Se supomos que α é impar, é primo com 
2
1α   e põe-se 
α = k2 
α+1 = 2y2 
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donde tem-se 
2y2−1= k2. 
 
Nos dois casos tem-se 
N = y×k. 
Pomos agora 
x = y+k. 
Os números x e y são primos entre si e de paridades 
diferentes, posto que k sempre é ímpar. 
Pode-se, então, escrever 
(x−y)2−2y2 = 1r . 
Se α é par, tem-se o sinal + no segundo membro; se α é 
ímpar, tem-se o sinal −. 
A relação precedente também pode ser escrita 
x2−y2−2xy = 1r . 
Mas, demonstraremos mais adiante (ver a terceira seção 
do presente capítulo) que, tomando-se dois números x e y primos 
entre si e de paridades diferentes e formando-se a expressão 
x2−y2−2xy = pr , 
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os números y e x serão dois termos consecutivos de uma 
sequência de Pell e que, para o caso p = 1, pertencerão a 
sequência fundamental U. 
Pode-se, portanto, pôr 
y = un 
x = un+1 
donde 
k = un+1−un = tn 
e enfim 
N = un×tn = nu22
1 . 
A proposição recíproca é, portanto, estabelecida. 
Os números associados α e N que se obtém assim para 
cada valor de n são ambos da mesma paridade que n, a saber, 
ambos ímpares ou ambos pares alternadamente. 
O número α indica a ordem do número N2 na sequência 
dos números triangulares; o número N indica a ordem de N2 na 
sequência dos quadrados. 
Observação. — Os números triangulares N2 
correspondentes aos valores ímpares de n são também 
hexagonais. 
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A fórmula geral que dá a expressão do n-ésimo número 
poligonal de p lados é a seguinte: 
  )]4()2[(
2
 pnpnN pn . 
Para p = 6, obtêm-se os números hexagonais  
  
  )        ). 
É fácil verificar que todo número triangular de ordem 
ímpar 2ν−1 é hexagonal de ordem ν e que, reciprocamente, todo 
hexagonal é um triangular de ordem ímpar. 
Assim, portanto, todo número quadrado ímpar N , que é 
ao mesmo tempo triangular, é também hexagonal. É, portanto, 
poligonal de, no mínimo, quatro formas diferentes, se levar em 
conta que é também o segundo poligonal de um número de lados 
igual à N . 
2. Investigação dos triângulos a²+b² = c² nos quais os 
dois catetos a e b são dois números consecutivos. — 
Recordaremos as fórmulas que dão os valores de a e b em 
função dos números geradores x e y. 
Temos 
a = x²−y  
b = 2xy 
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Deve- se, portanto, determinar os valores de x e de y tais 
que 
(γ)                                x²−y²−2xy = 1r . 
Ao comparar a relação (γ) com a relação (3) que liga dois 
termos consecutivos da sequência fundamental U de Pell, 
constata-se que as referidas relações têm formas idênticas.  
Aliás, se resolvermos a equação indeterminada (γ) para 
x, obteremos 
x = y+ 1 2 ry . 
[A raiz positiva é a única considerada aqui, posto que 
sempre se deve ter x > y > 0]. 
Os números x e y serão inteiros se a expressão 2y +1 ou a 
expressão 2y²−1 é um quadrado. 
Pomos, portanto 
(δ)                                    1 2 ry  = k . 
Então, ter-se-á 
x = y+k. 
Ao compararmos a relação (δ) com a relação (7), 
estabelecida anteriormente, entre os termos de mesma ordem un 
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e tn da sequência fundamental U de Pell e da sequência derivada 
T, a saber, 
                                          22 1)(2 nnn tu   , 
percebe-se imediatamente que, ao fazer 
y = un 
k = tn 
ter-se-á algumas soluções do problema sob consideração, pois 
x = y+k = un+ tn = un+1 
(relação 10). 
[Nota — Demonstraremos mais adiante, para o caso 
geral do problema a−b = pr , sendo p um número dado, que 
esse método determina, não somente algumas das soluções, mas 
todas as soluções possíveis]. 
Sendo a sequência U ilimitada referente aos valores 
crescentes de seus termos, pode-se assim obter dela um número 
ilimitado de pares de valores y e x e, por consequência, um 
número ilimitado de triângulos tais que a−b = 1r . 
Assim, quando se tomar dois termos consecutivos da 
sequência fundamental U de Pell como os valores dos dois 
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números geradores y e x, obter-se-á como valores de a e de b 
dois números inteiros consecutivos. 
Se y é ímpar, então x é par; a−b = −1. 
Se y é par, então x é ímpar; a−b = +1. 
1ª Observação. — Visto que dois termos consecutivos da 
sequência fundamental U são sempre primos entre si e de 
paridades diferentes, todos os triângulos a +b  = c  deles 
deduzidos são primitivos. Aliás, dois números inteiros 
consecutivos a e b sempre são primos entre si (a partir de 2 e 3). 
2ª Observação. — Os valores sucessivos da hipotenusa c 
são os dos termos sucessivos de ordem ímpar (a partir do 3º 
termo) na sequência fundamental U. 
Com efeito, se fizermos 
an = 2 1nu − 2nu  
bn = 2un∙un+1 
resultará disto, segundo a relação 2nc = 2na + 2nb , 
cn = 2 1nu + 2nu  = u2n+1 
(relação 4, ver o início do presente capítulo). 
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3ª Observação — A soma dos dois valores de a de b 
associados a cada um dos triângulos obtidos é igual a cada um 
dos termos de ordem ímpar na sequência T, ou seja, tem-se 
an+bn = t2n+1. 
Com efeito: 
an+bn = 2 1nu +2un∙un+1− 2nu  = [un+1+ un]²−2 2nu . 
Mas, conforme a relação (7), tem-se também 
un+1+ un = tn+1 
2 2nu  = 2nt −(−1)n. 
Portanto, 
an+bn = 2 1nt − 2nt +(−1)n = t2n+1 
(fórmula 12).  
Apresentaremos abaixo a Tábua dos primeiros valores de 
a, b, c, a+b, a−b, assim obtidos: 
Índices y x a b c a+b a−b 
1 1 2 3 4 5 7 −1 
2 2 5 21 20 29 41 +1 
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3 5 12 119 120 169 239 −1 
4 12 29 697 696 985 1393 +1 
5 29 70 4059 4060 5741 8119 −1 
6 70 169 23661 23660 33461 47321 +1 
......................................................................................................... 
3. Investigação dos triângulos a²+b² = c² para os quais 
a diferença dos dois catetos é igual a um dado número p.  
– 1º Constata-se imediatamente que existe um número ilimitado 
de triângulos secundários que satisfazem à condição 
a−b = r p, 
qualquer que seja o valor de p. 
Temos estabelecido, com efeito, que existe uma 
infinidade de triângulos primitivos tais que a diferença entre os 
dois catetos é igual à unidade e que são obtidos ao tomar, como 
números geradores, dois termos consecutivos da sequência 
fundamental U de Pell, que é ilimitada. Desta forma, se 
multiplicarmos os três lados de cada um desses triângulos 
primitivos pelo número p, obteremos um triângulo secundário, 
no qual a diferença dos catetos é igual a p. 
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2º Resta investigar os triângulos primitivos que também 
satisfazem a essa condição, ou seja, determinar em quais casos 
há soluções e se é possível obter metodicamente todas as 
soluções que correspondem a um valor de p. 
Em primeiro lugar, o número p deverá ser ímpar. 
Precisamos resolver a seguinte equação indeterminada 
em números inteiros: 
a−b = x²−y²−2xy = pr . 
Ao resolvê-lo para x, obtemos 
. 2 pyyx r  
A expressão 2y +p, ou a expressão 2y²−p, deve ser, 
portanto, um número quadrado e podemos pôr 
  2 kpy  r  
Em seguida, teremos 
kyx  . 
Visto que o número p é ímpar, k sempre será ímpar. 
Retomemos agora, a fórmula (σ), estabelecida 
anteriormente (na primeira parte do presente capítulo). No caso 
específico das sequências de Pell, a referida fórmula é 
(σ)                  10
2
0
2
1
1
1
2
1
2 2()1(2 ssssssss nnnnn    ). 
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O problema que nos ocupa se reduz à resolução da 
equação indeterminada 
10
2
0
2
1 2 ssss  = p. 
Dado o número ímpar p, se existir um par de valores s0 e 
s1 satisfazendo a essa relação e também às seguintes condições: 
s1 > 0 
s1+s0 > 0, 
esses valores serão considerados como os termos iniciais de uma 
sequência ∑ determinada pela lei de recorrência 
sn+1 = 2sn+sn−1 
e, então, ao tomar dois termos consecutivos dessa sequência ∑ 
para os números geradores y e x, obter-se-á valores a e b 
satisfazendo à condição 
a−b = pr . 
Observação. — É evidente, conforme a própria forma da 
relação (σ), que os termos consecutivos tomados como pontos 
de partida podem ocupar qualquer ordem na sequência ∑. Pode-
se, portanto, supor que todos os dois são positivos; a sequência 
∑ pode, então, ser desenvolvida no sentido dos valores 
decrescentes desses termos, até que se chegue ao seu menor 
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termo positivo s1, que será, portanto, considerado como o 
primeiro termo que pode servir como valor de y. 
[Veremos mais adiante que esse menor termo positivo 
nem sempre é o primeiro termo positivo de uma sequência ∑, 
mas apenas o segundo termo positivo]. 
Bastará, em suma, determinar apenas um par de soluções 
da equação indeterminada do segundo grau 
, 2 kypyyx  r  
com as seguintes condições: 
p é um dado número ímpar; y e x deverão ser números 
inteiros positivos, primos entre si. [Eles sempre serão de 
paridades diferentes, posto que k é sempre ímpar]. 
Se esse par de valores x e y existir, por-se-á 
y = sn−1 
x = sn 
e formar-se-á uma sequência ∑ determinada pela lei de 
recorrência 
sn+1 = 2sn+sn−1, 
achando os termos anteriores a partir dos valores de sn, e de sn−1, 
até chegar, pela mesma lei de recorrência 
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sn−2 = sn−2sn−1, 
ao menor termo positivo, que também será o menor valor que o 
número gerador y pode assumir. 
Os termos da sequência ∑ serão, como os da sequência 
fundamental U, alternativamente pares e ímpares, e dois termos 
consecutivos quaisquer serão primos entre si, como sn−1 e sn. 
Eles sempre gerarão, portanto, triângulos primitivos para os 
quais 
a−b = r p. 
RECIPROCAMENTE, se tomarmos dois números inteiros x 
e y, primos entre si e de paridades diferentes, e se formarmos a 
expressão 
x²−y²−2xy = r p,                               x > y, 
os números x e y serão dois termos consecutivos sm e sm−1 de 
uma sequência determinada pela lei de recorrência 
sn+1 = 2sn+sn−1, 
e tal que esses termos iniciais s0 e s1 satisfazem a relação 
.2 10
2
0
2
1 pssss r   
Para fixar as ideias, supomos que tem-se  
x²−y²−2xy = p. 
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Disto se obtém 
pyyx   2  
e como x é inteiro, a expressão py  2  é necessariamente um 
número quadrado k . Tem-se, portanto, 
x = y+k. 
Pode-se sempre determinar um número inteiro z, menor 
que y, e tal que 
y²−z²−2yz = −p, 
 
porque essa equação remonta à seguinte: 
z = − pyy   2  = k−y. 
Ter-se-á, portanto, entre os três números x, y e z, a 
relação 
x = 2y+z 
donde                                    z = x−2y. 
Se z > 0, então, pode-se determinar, da mesma forma, um 
número inteiro t, menor que z, e tal que 
z²−t²−2zt = +p 
e ter-se-á                          y = 2z+t 
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ou                                     t = y−2z. 
Se t > 0, continuar-se-á formando novos números 
menores que t, sendo cada um menor que o anterior, até que 
obtém dois números inteiros v e w tais que 
v²−w²−2ν∙w = rp 
e também tais que ν seja o menor número positivo obtido desta 
maneira. 
Então, por-se-á 
w = s0 
v = s1. 
Os dados números y e x serão, portanto, dois termos 
consecutivos de uma sequência S de Pell, tendo como termos 
iniciais (a saber, os dois números w e ν), dois números s0 e s1 
satisfazendo à relação 
.2 10
2
0
2
1 pssss r   
TEOREMA. — Se k é um número ímpar e y é um número 
inteiro qualquer, a expressão 
> @ pyk  r  2  
é sempre de uma das duas formas lineares 8q+1 ou 8q−1. 
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Todo número ímpar p é de uma das duas formas 4n+1 ou 
4n−1. 
1º Investigaremos primeiro a forma p = 4n+1. 
Pomos, portanto,  
(1)                              2 yk   = 4n+1 
ou então 
(2)                               2 ky   = 4n+1. 
Sendo o número k ímpar, pode-se escrever 
k = 2m+1. 
Se considerarmos a relação (1), ela agora pode ser escrita 
assim: 
y  = 2m(m+1)−2n. 
O número y  é, portanto, par, e, em consequência, 
múltiplo de 4. Como 2m(m+1) é sempre múltiplo de 4, é 
necessário, portanto, para que y seja inteiro, que 2n também seja 
múltiplo de 4, ou seja, que n seja um número par, o que exige, 
enfim, que p seja da forma 8q+1. 
Observação. — Pode-se pôr 
2m(m+1) = 4τm, 
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designando por 4τm o m-ésimo número triangular 2
 1)+m(m . 
Se consideramos a relação (2), pode-se escrever 
y² = 4τm+2n+1. 
O número y  é, portanto, ímpar; y também o é, e tem-se 
(y−1)(y+1) = 4τm+2n. 
O primeiro membro é sempre múltiplo de 8; é, portanto, 
sempre múltiplo de 4, o que suscita a consequência de que n é 
um número par. Portanto, p é novamente da forma 8q+1. 
2º Se investigarmos paralelamente a forma p = 4n−1, 
constataremos que chegamos ao mesmo resultado neste caso que 
no caso da forma 4n+1, a saber, que n deve sempre ser par; em 
consequência, p é sempre da forma 8q−1. 
As soluções do problema da resolução em números 
inteiros da equação indeterminada 
> @ pyk  r  2 , 
com a condição de que k seja ímpar, só deve ser procuradas, 
portanto, partindo de números ímpares p de uma das duas formas 
8q+1 ou 8q−1. 
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De outra parte, para que os números geradores x e y 
produzam soluções primitivas, é necessário que esses dois 
números sejam primos entre si, o que sempre acontecerá se y e k 
são primos entre si. 
OUTRA DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA PRECEDENTE. — 
Em todo triângulo em números inteiros obtido por meio de 
números geradores inteiros, de paridades diferentes (e em 
particular em todo triângulo primitivo), a diferença e a soma dos 
dois catetos são sempre números da forma 8q+1 ou da forma 
8q−1. 
Sejam x e y os dois números geradores inteiros do 
triângulo a +b  = c . 
Distinguiremos os dois casos possíveis: 
1o O maior número, x, é ímpar; então y é par. 
Pomos, portanto, 
x = 2m+1 
y = 2n. 
Então, m ≥ n. 
Em seguida,              a = x²−y  = 4(m +m−n )+1 
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                   b = 2xy = 4n(2m+1). 
Se a > b, tem-se  
a−b = 4[m²−2mn−n +m−n]+1. 
Se a < b, tem-se 
b−a = 4[−m +2mn+n²−m+n]−1. 
Mas 
m²−2mn−n +m−n = (m−n)(m−n+1)−2n  
é sempre um número par, posto que m−n e m−n+1 são dois 
números consecutivos. Se, portanto, põe-se  
(m−n)(m−n+1)−2n  = r 2q, 
tem-se no caso de a > b: 
a−b = 8q+1 
e, no caso de a < b: 
b−a = 8q−1. 
De outra parte, tem-se a identidade 
a+b = a−b+2b 
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e, como 2b é múltiplo de 8: 
se a > b,             a+b = 8q'+1. 
Tem-se também a identidade 
a+b = (b−a)+2a 
e, se a < b, 
a+b = 8q−1+2(4r+1) = 8q'+1. 
2o O maior número gerador, x, é par; y é ímpar. Pode-se 
pôr 
x = 2m 
y = 2n+1 
Então m > n. 
É muito fácil verificar que, em todos os lugares onde há o 
sinal + diante da unidade para o caso de x ímpar, há agora o sinal 
−, e vice-versa. 
A pequena Tábua a seguir resume a discussão para as 4 
eventualidades11 possíveis: 
                                                 
11 Nota dos Trad.: No original, há, na terceira linha da ―Tábua‖, b–a. 
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x ímpar    a > b  . . .  a−b = 8q+1  . . .  a+b = 8q'+1 
y par        a < b  . . .  b−a = 8q−1  . . .  b+a = 8q'+1 
x par        a > b  . . .  a−b = 8q−1  . . .  a+b = 8q'−1 
y ímpar    a < b  . . .  b−a = 8q+1  . . .  b+a = 8q'−1 
 
TEOREMA. — O produto de dois números, cada um dos 
quais é de uma das duas formas r [k²−2y ], é também um 
número de uma dessas formas. 
1º Supomos, para começar, que os dois fatores têm a 
mesma forma e sejam 
p' = k'²−2y'  
p'' = k''²−2y'' . 
É fácil verificar que o produto p'× p'' pode ser escrito 
p'p'' = [k'k''r 2y'y'']²−2[k'y''r k''y'] , 
com correspondência dos sinais + ou – nos dois termos do 
segundo membro. 
Se, portanto, puser-se 
k'k''+2y'y'' = k 
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k'y''+k''y' = y 
ter-se-á 
p = p'∙p'' = k²−2y . 
Se puser-se 
k'k''−2y'y'' = k1 
k'y''−k''y' = y1 
também ter-se-á 
p = p'∙p'' = k1²−2y1 . 
2º Se os dois fatores são de formas diferentes, 
p' = k'²−2y'  
p'' = 2y''²−k'' , 
vê-se, do mesmo modo, que seu produto pode ser escrito 
p = p'∙p'' = 2[k'y''r k''y']²−[k'k''r 2y'y'']  
com correspondência dos sinais + ou – nos dois termos do 
segundo membro. 
O produto p é, portanto, da forma p = 2y²−k  em duas 
maneiras diferentes. 
TEOREMA RECÍPROCO. — Se o produto dos dois números 
inteiros ímpares é de uma das duas formas 
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P = pp' = r [k²−2y ], 
o mesmo acontece com cada um desses dois números e, em 
consequência, eles também são de uma das formas lineares 
8q+1 ou 8q−1. 
Para demonstrar esse teorema, empregaremos o mesmo 
tipo de raciocínio que usamos para estabelecer (Capítulo 3) que 
todo divisor de uma soma de dois quadrados primos entre si é 
também uma soma de dois quadrados. 
Para fixar as ideias, portanto, seja 
pp' = k²−2y  
e supomos p d p'. 
Considere a expressão 
       )        )          . 
Quaisquer que sejam os valores atribuídos a α e a β, m é 
divisível por p, e pode-se pôr 
m = p∙p''. 
Pode-se, de outra parte, escolher os valores α e β de tal 
modo que se tem 
m = 2121 2yk   < p . 
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Então, deduz-se p'' < p. 
Tem-se, portanto, 
m = 2121 2yk  = p''∙p =      com   p'' < p. 
Pode-se formar, da mesma maneira, uma expressão  
            )            )          , 
e, ao determinar convenientemente α1 e β1, faz-se 
p''' < p''. 
Se multiplicarmos, agora, m por m1, obteremos 
m∙m1 = '."" ) ]β"(2) α")[(2( 11112121 ppppypkyk    
Conforme o Teorema direto, o produto m∙m1 também é 
da forma k'²−2y' , com os seguintes valores: 
k' = k1( 11 α"pk  )−2y1 )β"( 11 py   
y' = k1( 11 β"py  )−y1 )α"( 11 pk  . 
Todos os dois números k' e y' são divisíveis por p'' . 
Dividindo, obtém-se  
,'"" 2" 
" 
' 2' 
" 
1 ppykp
yk
p
mm                 com p''' < p'' < p. 
220 
 
Ao atuar da mesma forma tantas vezes que for 
necessário, obtém-se forçosamente uma expressão da forma 
K2−2Y2 = p, 
ou seja, verifica-se assim que o fator p é da mesma forma que o 
dado produto P.  
O fator p também será, portanto, de uma das duas formas 
lineares .18 rq  
COROLÁRIO. — Todo número primo p que é da forma 
k²−2y  é também de uma das formas lineares 8q+1 ou 8q−1. 
Reciprocamente, todo número primo de uma das duas 
formas lineares 8q+1 ou 8q−1 é também da forma quadrática 
k²−2y . 
[A demonstração dessa Recíproca não pode ser dada por 
meio de considerações elementares, dentro das quais 
pretendemos encerrar nosso Estudo geral. Limitar-nos-emos a 
indicar que a mesma pode ser encontrada na notável obra (já 
citada)12 de M. E. CAHEN, intitulada Elementos da Teoria dos 
números, página 314, nº 384]. 
Dos Teoremas precedentes, resulta que a investigação 
das soluções do problema a−b = pr  para os triângulos 
                                                 
12 Nota dos Trad.: Ver nota 3 de Capítulo 3. 
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primitivos a +b  = c , não deve ser empreendida, tomando todos 
os números ímpares como valores de p. É necessário eliminar: 
1º Todos os números que não são de uma das formas 
lineares 8q+1 ou 8q−1; 
2º Todos os números não primos que, embora sejam de 
uma dessas duas formas, não são decomponíveis em fatores 
primos para todos os quais o problema é possível, ou seja, todos 
de uma das duas formas 8q+1 ou 8q−1. 
Assim, para determinar os primeiros valores de p, deve-
se excluir13 da busca os números primos 3, 5, 11, 13, 19, 29, 43, 
..., etc., e todos seus múltiplos. 
Os primeiros números para os quais o problema é 
possível são, então: 
1, 7, 17, 23, 31, 41, 47, 49, 71, 73, 79, 89, 97, 103, 113, ... 
NOTA. — Todos os números citados acima são números 
primos, exceto 49 que é o quadrado de 7. 
O menor número não primo, após 49, pertencente à 
sequência quando prolongada, é evidentemente o produto dos 
dois primeiros números da sequência após a unidade; isto é, 
portanto, 7×17 = 119. 
                                                 
13 Nota dos Trad.: O número primo 37 também deve ser eliminado. 
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Para resumir, denominaremos (P) a sequência ilimitada 
de valores p que se pode formar desta maneira. É composta 
exclusivamente dos números primos de uma das duas formas 
8q+1 ou 8q−1, de suas potências, e de seus produtos, uns pelos 
outros ou por suas potências. 
Recordamos enfim que, quando o problema é possível 
para um valor de p [tomado da sequência (P)], ou seja, quando 
existe um par de valores inteiros de x e de y, primos entre si e de 
paridades diferentes, tais que se tenha  
(1)                                 pxyyx r  2  , 
então existe um número ilimitado de soluções, obtidas 
atribuindo à y e à x os valores de dois termos consecutivos de 
uma sequência de Pell. 
Disto, resulta que a relação 
pyk r   2  
é satisfeita por um número ilimitado de pares de valores de k 
(ímpar) e de y. 
Os valores associados xm, ym, satisfazendo à relação (1), 
darão, ao fazer km = xm−ym, 
(2)                                .]2[ 22 pyk mm r   
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O problema é, portanto, reduzido à determinação de dois 
termos consecutivos quaisquer, sn−1 e sn, de uma sequência ∑ de 
Pell determinada pela lei de recorrência 
sn+1 = 2sn+sn−1 
ou  
sn−2 = sn−2sn−1. 
Dessa última forma, pode-se deduzir de um a um os dois 
valores iniciais s0 e s1 que constituem o ponto de partida da 
sequência ∑ no sentido de seus termos positivos. 
 
Determinação das sequências ∑ para cada valor de p: 
sequências conjugadas; sequências derivadas. 
I. Estudaremos, para começar, o caso em que p é um 
número primo. 
SEQUÊNCIAS CONJUGADAS. — Vamos estabelecer que, se 
admitirmos apenas sequências de termos positivos, existe 
(exceto para p = 1) duas sequências distintas ∑ e ∑', dando as 
soluções primitivas 
a−b = pr . 
Em outros termos, a relação (σ) (dada anteriormente na 
presente seção) 
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(σ)                nnnn ssss 12 12 2   = (−1)n−1( 102021 2 ssss  ) = pr  
pode ser satisfeita por dois pares diferentes de valores iniciais: s0 
e s1, s'0 e s'1, de acordo com o sinal que comanda o valor de p. 
[Lembramos, para melhor estabelecer o que se deve 
entender por valores iniciais, que foi convencionado (na 
presente seção) que o termo de índice 1 é, em cada sequência ∑, 
o menor termo positivo, aquele que deve dar o menor valor para 
o número gerador y]. 
Para que a dupla relação (σ) exista com dois pares de 
valores (s0, s1) e (s'0, s'1), é suficiente, com efeito, que as 
expressões 10
2
0
2
1 2 ssss  e 102021 ''2'' ssss  , diferem apenas no 
sinal, de modo que tenha-se 
10
2
0
2
1 ''2'' ssss   = −[ 102021 2 ssss  ]. 
Ora, essa igualdade é satisfeita ao fazer, 
simultaneamente, 
s'0 = −s1 
s'1 = s0 
donde resulta                      s'0s'1 = −s0s1. 
s1 é, então, o menor termo positivo, mas o segundo termo 
positivo da sequência ∑; 
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s'1 é, então, o menor e o primeiro termo positivo na 
sequência ∑'. 
Designaremos sequências conjugadas as duas sequências 
diferentes que se encontram assim associadas por um mesmo 
valor do número primo p. 
NOTA. — No caso particular p = 1, as duas sequências 
conjugadas são idênticas e se confundem com a sequência 
fundamental U; o produto s0∙s1 = u0∙u1 é nulo. Contudo, pode-se 
incluir esse caso particular no caso geral, ao admitir uma 
sequência V tendo como primeiros termos ν0 = 1, ν1 = 0, ν2 = 1, 
ν3 = 2, ..., e uma sequência V' tendo como primeiros termos: ν'0 = 
0, ν'1 = 1, ν'2 = 2 ... 
V' é, então, a própria sequência fundamental U. 
As sequências V e V' são idênticas, mas a segunda está na 
frente da primeira por um termo, ou seja, tem-se 
ν'n = νn+1. 
Observações. — 1º Se prolonga-se uma sequência ∑ 
abaixo de seus primeiros termos positivos, ou seja, se admite-se 
os termos negativos, obtêm-se como termos sucessivos da nova 
região os termos positivos sucessivos da sequência conjugada ∑', 
mas tomadas alternadamente do sinal + e do sinal −. 
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Reciprocamente, os termos da sequência ∑', na região que 
comporta os valores negativos, reproduzem, na mesma ordem 
de sucessão, os termos da região só positiva da sequência ∑, 
com alternância do sinal + e do sinal −. 
Tem-se assim as seguintes relações14 duplas: 
  s0 = s'1                  s'0 = −s1 
s−1 = −s'2                s'−1 = s2 
s−2 = s'3                   s'−2 = −s3     
 . . . . . . .                   . . . . . . .                
s−n = (−1)ns'n+1         s'−n = (−1)n+1sn+1                    
Essas propriedades são consequências imediatas da relação 
de recorrência 
sn−2 = sn−2sn−1 
e das igualdades 
s'0 = −s1 
s'1 = s0. 
Por exemplo, se faz-se n = 1, tem-se: 
s−1 = s1−2s0 = −s'0−2s'1 = −s'2. 
                                                 
14 Nota dos Trad.: Há, na segunda coluna da segunda linha do original, s''−1 = s2. 
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Se faz-se n = 0, tem-se: 
s−2 = s0−2s−1 = s'1+2s'2 = s'3 
etc., etc. 
2º Tem-se sempre (exceto para p = 1) s0 > s1 e se, em 
particular, s1 e s0 são dois números consecutivos, os dois 
primeiros termos positivos s'1 e s'2 da sequência conjugada ∑' são 
os dois números consecutivos seguintes.  
Demonstraremos primeiramente que s0 > s1: 
Ao considerar a sequência conjugada ∑', seu termo s'2, 
que é o segundo termo positivo, é maior que s'1, o primeiro termo 
positivo. Ora, 
s'2 = 2s'1+ s'0. 
Tem-se, então, 
2s'1+s'0 > s'1 
                                             ou                s'1+s'0 > 0 
                                             ou                      s'1 > −s'0. 
Mas como                                           s'1 = s0 
                                             e                       −s'0 = s1, 
tem-se enfim                                                    s0 > s1. 
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Se agora se supõe 
s0 = s1+1 
ou                                         s0−s1 = 1, 
pode-se escrever 
s'2 = 2s'1+s'0 = s'1+(s0−s1) = s'1+1.  
Tem-se assim as relações notáveis: 
s'1 = s0 = s1+1 
s'2 = s0+1 = s1+2. 
3º Em suma, o que caracteriza os termos iniciais das duas 
sequências conjugadas, ∑ e ∑', é que na primeira tem-se 
s0 > s1 > 0 
e na segunda tem-se 
s'0 < 0 < s'1. 
Os menores valores, que se deve tomar como números 
geradores y e x, serão, portanto, respectivamente, s1 e s2, ou s'1 e 
s'2. 
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4º Quando o número p é da forma 8q+1, a sequência ∑, 
cujos dois primeiros termos úteis são s1, s2, começa com um 
número par: s1 é par, s0 e s2 são ímpares. O triângulo tendo s2 e 
s1 como números geradores é tal que se tem 
a−b = +p. 
A sequência conjugada ∑', cujos dois primeiros termos 
úteis são s'1 e s'2, começa com um número ímpar: s'1 é ímpar, e 
s'0, termo negativo, é par, assim como s'2. O triângulo tendo 
como números geradores s'2 e s'1 é tal que se tem 
a'−b'= −p. 
Quando o número p é da forma 8q−1, se tem o inverso 
nas duas sequências conjugadas. 
 
5º Se o número 8q+1 é um quadrado, o número p = 8q−1 
gera uma sequência ∑, cujo primeiro termo s1 é a unidade. 
Com efeito, se na relação 
x²−y²−2xy = 8q−1, 
ao fazer y =1, obtém-se 
x²−2x−8q = 0, 
donde 
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x = 181  q . 
O número x é, portanto, inteiro. 
Pomos, então 
8q+1 = π². 
Os dois primeiros termos da sequência ∑ relativa ao 
número p = 8q−1 = π²−2 serão 
s1 = 1 
s2 = π+1. 
Como o quadrado de um número ímpar é sempre da 
forma 8q+1, pode-se atribuir a π todo valor ímpar. Ter-se-á cada 
vez uma solução, a saber, uma sequência ∑, posto que 8q−1 = 
π²−2 é uma expressão da forma geral k²−2y , e que, em 
consequência, todos os números 8q−1 serão ou números primos 
pertencentes à sequência (P), ou números compostos de fatores 
primos pertencentes à essa sequência (P). 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — Para π = 1, tem-se p = −1. A 
sequência ∑ correspondente é a sequência fundamental U.  
Eis, aliás, a Tábua dos valores de p, s1 e s2, para os 
primeiros valores atribuídos à π: 
π = 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 ... 
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p −1 7 23 47 79 119 167 223 287 359 ... 
s1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ... 
s2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 ... 
6º Se o número p é da forma p = 2π²−1, os dois primeiros 
termos da sequência ∑' são os dois números consecutivos π e 
π+1. 
Com efeito, a relação geral p = 2y²−k  é satisfeita 
fazendo 
y = S 
k = 1 
donde   x = π+1. 
Tem-se, portanto     s'1 = π 
s'2 = π+1. 
Se π é par, p é da forma 8q−1. 
Se π é ímpar, p é da forma 8q+1. 
Vê-se que o mesmo acontece para a sequência ∑: 
s0 = π 
s1 = π−1. 
232 
 
Os termos s1, s'1, e s'2 são, portanto, três números 
consecutivos respectivamente iguais à π−1, π e π+1. 
7º O número p pode ser ao mesmo tempo quadrado e da 
forma 2π²−1. 
Exemplo          p = 49. 
Pode-se então escrever 
p = 2π²−1 = γ . 
Essa é uma expressão da forma idêntica à relação (7) (da 
primeira parte do presente capítulo), que liga os termos de 
mesma ordem da sequência fundamental U de Pell e da 
sequência derivada T. 
Os valores de π são os dos termos ímpares da sequência 
fundamental, e os valores correspondentes de γ, ou p , são os 
dos termos da mesma ordem na sequência T. Tem-se, portanto, 
em geral 
πn = u2n+1 
γn = t2n+1. 
Os primeiros valores de p satisfazendo essas condições, 
são: 
1 , 7 , 41 , 239 , 1393 , 8119 , 47321 , ... 
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SEQUÊNCIAS DERIVADAS. — A relação fundamental 
> @ pyk  r  2  
é sempre satisfeita por um valor de p tomado da sequência (P), 
quando atribui-se à y o valor de um termo qualquer (à partir do 
de índice 1) de uma das sequências ∑, ∑', relativas ao número p. 
Ao se fazer                                      yn = sn 
tem-se sempre, para determinar k, a relação 
222 nn kps  r . 
Os números k assim determinados para cada valor de 
índice n formam uma sequência análoga à sequência T derivada 
da sequência fundamental U pela relação 
22 12 nn tu  r .  
Por analogia com a sequência fundamental, 
substituiremos k por t, como havíamos posto yn = sn, e 
escreveremos 
222 nn tps  r .  
Ter-se-á, aliás, as relações 
tn = sn−1+sn 
sn+1 = sn+tn 
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e, visto que x = y+k, teremos 
xn = sn+tn = sn+1. 
Enfim, é fácil de verificar as relações 
t'0 = t1       t0 < 0        t'0 > 0 
t'1 = −t0       t1 > 0        t'1 > 0 
que existem entre os termos iniciais das sequências derivadas T 
e T' correspondentes, respectivamente, às sequências conjugadas 
∑ e ∑'. 
Temos elaborado (ver o final do volume) a Tábua dos 
primeiros valores dos termos das sequências ∑ e ∑' e das 
sequências derivadas correspondentes T e T', para cada um dos 
valores de p (até p = 113) para os quais o problema é possível 
[Tábua III]. 
Recordamos que todos os valores de p até 113, inclusive, 
são números primos, exceto 49, quadrado do termo 7. 
 
II. — Supomos agora que o número p seja o produto de 
dois números primos diferentes p', p'', ambos pertencentes à 
sequência (P). 
Seja, portanto, 
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p = p'×p''. 
Vamos estabelecer que existem dois pares de sequências 
conjugadas que podem gerar às soluções primitivas do problema 
.pba r   
Já sabemos que existe valores inteiros, em número ilimitado, 
que satisfazem às três relações 
 t²−2s  = r p 
t'²−2s'  = r p' 
  t''²−2s''  = r p''. 
Para fixar as ideias, supomos que, retomando os valores 
iniciais das sequências conjugadas t' e τ' relativos ao número p', 
tem-se: 
(1)                                    t'1²−2s'1  = +p'. 
Então, na sequência conjugada, tem-se também 
(2)                                   τ'0²−2σ'0  = +p'. 
Da mesma forma, com o número p'', se tivermos  
(3)                                   t''1²−2s''1  = +p'', 
teremos também, na sequência conjugada, 
(4)                                  τ''0²−2σ''0  = +p''. 
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Pode-se formar o número p de 4 formas, multiplicando 
membro a membro uma das relações (1) ou (2) por uma das 
relações (3) ou (4). Ao efetuar esses produtos, sabe-se que os 
primeiros números serão todos da forma t²−2s , e que haverá 8 
determinações possíveis para os números s e t, porque pode-se 
pôr, observando a correlação dos sinais nos valores associados 
de s e de t: 
 s = t''1s'1 r t'1s''1        s = t''1σ'0 r τ'0s''1        s = τ''0s'1r t'1σ''0           s = τ''0σ'0r τ'0σ''0    
 t = t'1t''1 r 2s'1s''1     t = τ'0t''1 r 2σ'0s''1      t = τ''0t'1r 2σ''0s'1         t = τ'0τ''0r 2σ'0σ''0     
Parece, portanto, que poderia obter 8 sequências para o 
número p. Mais, na verdade, só há 4 sequências diferentes, as 
obtidas tomando sempre o mesmo sinal diante dos segundos 
termos das expressões para s e para t. 
É fácil de demonstrar, com efeito, que tomando sempre o 
sinal −, reencontra-se as 4 sequências já obtidas adotando 
sempre o sinal +: 
Recordamos as relações que existem entre os termos 
iniciais das sequências conjugadas e das sequências derivadas 
relativas à um dado número primo p'. Temos reconhecido que se 
tem 
σ'0 = −s'1 
τ'0 = t'1. 
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Para o número p'', o mesmo acontece 
σ''0 = −s''1 
τ''0 = t''1. 
Isso posto, se tomemos, por exemplo, o sinal – no 
primeiro valor de s, 
s = t''1s'1−t'1s''1 
e se substituímos t''1 por τ''0 e s''1 por –σ''0, torna-se  
s = τ''0s'1+t'1σ''0 
que é o terceiro valor de s com escolha do sinal + diante de 
t'1σ''0. 
Verifica-se, da mesma maneira, que 
t = t'1t''1−2s'1s''1 = τ''0t'1+2σ0''s'1. 
Recai, assim, sob a mesma sequência que já foi obtida 
com o sinal + no terceiro grupo de valores de s e de t. 
Uma verificação análoga estabeleceria a mesma 
conclusão em todos os casos diferentes dessa que tomamos 
como exemplo. 
Não se obtêm, portanto, mais que 4 sequências diferentes 
para o número p. 
238 
 
Essas 4 sequências são conjugadas dois a dois, ou seja, 
elas formam dois grupos de duas sequências conjugadas, tendo 
as mesmas propriedades de definição que as que se obtém com 
um número primo. 
Para demonstrá-la, designamos por ∑p' e ∑'p' as duas 
sequências conjugadas relativas ao número p'; por ∑p'' e ∑'p'' as 
duas sequências conjugadas relativas ao número p''. 
Designamos15 por s'0 e s'1 os termos iniciais da sequência ∑p';  
         ˝          ˝     σ'0 e σ'1           ˝                ˝                           ˝            ∑'p'; 
         ˝          ˝     s''0 e s''1        ˝                ˝                           ˝            ∑p''; 
         ˝          ˝     σ''0 e σ''1         ˝                ˝                           ˝           ∑'p''. 
Designamos pelas letras t e τ, bem como as mesmas 
acentuadas, os termos correspondentes das sequências T e T', 
derivadas de ∑ e ∑'. 
Designamos enfim por s0 e s1 os termos iniciais da 
sequência ∑p relativa ao número p e obtida pela combinação dos 
termos de ∑p' e de ∑p''; por σ0 e σ1 os termos iniciais da 
sequência ∑'p relativa ao número p, mais obtida pelas sequências 
∑'p' e ∑'p'', conjugadas, respectivamente, das sequências ∑p' e de 
∑p''. 
                                                 
15 Nota dos Trad.: No original, há, na próxima linha, σ0, em vez de σ'0. 
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Os valores de s0, s1, σ0, σ1 satisfarão as relações 
s1 = t'1s''0+t''0s'1                                  σ1 = τ'1σ''1+τ''1σ'1 
s0 = t'0s''0+t''0s'0                                  σ0 = τ''1σ'0+τ'0σ''1. 
Mas, tem-se também 
                σ'1 = s'0      σ''1 = s''0        τ'1 = −t'0   τ''1 = −t''0 
σ'0 = −s'1    σ''0 = −s''1      τ'0 = t'1      τ''0 = t''1. 
 
Ao levar em conta essas relações, pode-se escrever 
σ1 = −t'0s''0−t''0s'0 = −s0 
                                      σ0 = t''0s'1+t'1s''0 = s1. 
Essas relações mostram que as sequências, cujos termos 
são s e σ, são conjugadas. 
Estabelece-se da mesma forma que as duas sequências 
relacionadas à p e obtidas pela combinação dos termos de ∑p' e 
de ∑'p'', e pela combinação dos termos de ∑'p' e de ∑p'', também 
são conjugadas. 
EXEMPLO NUMÉRICO. — Tomemos p = 7×17 = 119. 
Devemos fazer, então, 
                                              p' = 7 
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p'' = 17. 
Chamaremos ∑7 e ∑'7 as duas sequências conjugadas 
relativas a 7. 
Chamaremos ∑17 e ∑'17 as duas sequências conjugadas 
relativas a 17. 
1º As sequências ∑7 e ∑17, combinadas, geram para 119 a 
sequência ∑1 e sua derivada T1 cujos primeiros termos são: 
∑1 =      −5, 8, 11, 30, 71, 172, 415, ... 
T1 =     13, 3, 19, 41, 101, 243, 587, ... 
2º As sequências ∑'7 e ∑'17, combinadas, geram para 119 
a sequência ∑'1, a conjugada de ∑1: 
∑'1       8, 5, 18, 41, 100, 241, 582, ... 
  T'1      −3, 13, 23, 59, 141, 341, 823, ... 
3º As sequências ∑7 e ∑'17, combinadas, geram para 119 
a sequência ∑2 e sua derivada T2: 
                     ∑2 =   −1, 10, 19, 48, 115, 278, 671, ... 
                     T2 =    11, 9, 29, 67, 163, 393, 949, ... 
4º Enfim, as sequências ∑'7 e ∑17, combinadas, geram 
para 119 a sequência ∑'2, a conjugada de ∑2: 
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                     ∑'2 =    10, 1, 12, 25, 62, 149, 360, ... 
                     T'2 =     −9, 11, 18, 37, 87, 211, 509, ... 
Caso particular. — O número p é o quadrado de um 
número primo da sequência (P). 
Tem-se p = π². 
Se designa-se por ∑π e ∑'π as duas sequências conjugadas 
relativas ao número primo π, não há mais que três 
determinações diferentes para as sequências relativas à p, a 
saber, as que resultam da combinação ∑π e ∑π, da combinação 
∑'π e ∑'π, e enfim da combinação ∑π e ∑'π. 
As duas primeiras dão para o número p duas sequências 
∑1 e ∑'1, conjugadas. 
A terceira combinação gera duas sequências, todos os 
termos das quais são múltiplos de π, e em consequência não 
pode proporcionar solução primitiva alguma do problema 
a−b = r π². 
Com efeito, conservando as notações precedentes, tem-
se: 
s1 = t'1σ'0+τ'0s'1                                  σ1 = τ'1s'1+t'1σ'1 
s0 = t'0σ'0+τ'0s'0                                  σ0 = t'1σ'0+τ'0s'1. 
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Verifica-se muito facilmente que  
s1 = σ0 = 0, 
donde  
s0 = π 
σ1 = π. 
Disso, resulta em duas sequências idênticas: 
s0 = π                σ0 = 0 
s1 = 0               σ1 = π 
  s2 = π               σ2 = 2π 
                                  s3 = 2π              σ3 = 3π 
. . . .                  . . . . 
                                sn = un−1∙π          σn = un∙π                
onde un designa o n-ésimo termo da sequência fundamental U. 
III. — Supomos agora que o número p seja o produto de 
três números primos diferentes, pertencentes à sequência (P). 
Seja, portanto, 
p = p'×p''×p'''. 
Pomos 
243 
 
p''∙p''' = π' 
p'''∙p' = π'' 
p'p'' = π'''. 
Então, pode-se escrever 
p = p'×π' = p''×π'' = p'''×π'''. 
Cada um dos três números primos, p', p'', p''', gera duas 
sequências conjugadas ∑ e ∑'. 
Cada um dos três números, π', π'', π''', produtos de dois 
números primos diferentes, gera 4 sequências, conjugadas dois a 
dois. 
Cada um dos três produtos iguais, p'∙π', p''∙π'', p'''∙π''', 
gera, portanto, 2×4 = 8 sequências, sendo 4 pares de sequências 
conjugadas. 
As 8 sequências obtidas para cada um dos três produtos 
são, aliás, idênticas. 
O número dado p gera, portanto, 4 pares distintos de 
sequências conjugadas, não 12 pares. 
IV. — EM GERAL, se o número p for o produto de n 
números primos, todos diferentes e pertencentes à sequência (P), 
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ele gerará 2n−1 pares de sequências conjugadas, sendo 2n 
sequências diferentes. 
De outra parte, é fácil verificar que, não somente o 
quadrado, mas também todas as potências de um número primo 
da sequência (P) gera somente um único par de sequências 
conjugadas, que podem gerar triângulos primitivos, ou seja, tais 
que dois termos consecutivos dessas sequências sejam primos 
entre si. 
Disso, resulta que se o número 
N = aα×bβ×cγ×...×lλ 
for composto de n fatores primos diferentes a, b, c, ..., l, todos 
pertencentes à sequência (P), ele mesmo pertencerá à essa 
sequência, e gerará o mesmo número de sequências conjugadas, 
que podem gerar triângulos primitivos, que o número 
N' = a×b×c×...×l, 
composto dos mesmos fatores primos, mas todos ao primeiro 
grau. 
Há, portanto, 2n−1 pares de sequências conjugadas 
correspondentes ao número N. 
EXEMPLO NUMÉRICO. — Seja p = 7×17×23 = 2737. 
Se escrevermos 
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p = 7×[17×23] = 7×391,  
associando as duas sequências conjugadas relativas ao número 7 
e os dois pares de sequências conjugadas relativas ao número 
391, obteremos, em virtude das relações 
s = t's''+t''s' 
t = t't''+2s's'', 
 
4 pares de sequências conjugadas para o número 2737. 
Na Tábua IV, no fim da presente obra, figuram os valores 
dos primeiros termos das sequências relativas aos números 7, 17 
e 23; deles foram deduzidas as 4 sequências relativas ao produto 
17×23 = 391, a saber, 
                       ∑1   −13, 14, 15, 44, 103, 250, ... 
                         T1     27,  1,  29, 59, 147, 353, ... 
           ∑'1   14, 13, 40,  93, 226, 545, ... 
                          T'1  –1, 27, 53, 133, 319, 771, ... 
                                  ∑2    16,   5, 26, 57, 140, 337, ... 
                                              T2   −11, 21, 31, 83, 197, 477, ... 
∑(17) e ∑(23) 
∑'(17) e ∑'(23) 
∑(17) e ∑'(23) 
∑'(17) e ∑(23) 
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                                   ∑'2   −5, 16, 27, 70, 167, 404, ... 
                                               T'2    21, 11, 43, 97, 237, 571, ... 
O número p = 7×391 = 2737 dá, então, os seguintes 4 
pares de sequências conjugadas: 
                                ∑1  −12, 43, 74, 191, 456, 1103, ... 
                                 T1   55, 31,117, 265, 647, 1559, ... 
 
                          ∑'1    43, 12, 67, 146, 359, 864, ... 
                          T'1 −31, 55, 79, 213, 505, 1223, ... 
                                ∑2   37, 36, 109, 254, 617, 1488, ... 
                                            T2   −1, 73, 145, 363, 871, 2105, ... 
                ∑'2  −36, 37, 38, 113, 264, 641, ... 
                    T'2     73,  1, 75, 151, 377, 905, ...                                                                                              
                               ∑3    −16, 41, 66, 173, 412, 997, ... 
                                           T3   57, 25, 107, 239, 585, 1409, ... 
                              ∑'3     41, 16, 73, 162, 397, 956, ... 
∑(7) e ∑1(391) 
∑'(7) e ∑'1(391) 
∑(7) e ∑2(391) 
∑'(7) e ∑'2(391) 
∑(7) e ∑'1(391) 
∑'(7) e ∑1(391) 
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                                          T'3   −25, 57, 89, 235, 559, 1353, ... 
                              ∑4     47,   6, 59, 124, 307, 738, ... 
                                          T4   −41, 53, 65, 183, 431, 1045, ... 
                             ∑'4    −6, 47,   88, 223, 534, 1291, ... 
                                         T'4    53, 41, 135, 311, 757, 1825, ... 
 
Se pusermos 
p = 17×(7×23) = 17×161 = 2737, 
ou melhor 
p = 23×(7×17) = 23×119 = 2737, 
poderemos verificar facilmente que reencontraremos as 8 
sequências precedentes, conjugadas dois a dois. 
4. Investigação dos triângulos a²+b² = c² para os quais 
a soma dos catetos é igual a um dado número m. — Pode-se 
limitar o problema à investigação dos triângulos primitivos, nos 
quais a e b são primos entre si. 
Se, com efeito, a e b tiverem um divisor comum δ, δ 
dividirá também sua soma a+b = m e poder-se-á pôr 
m = λ×δ. 
Se o número δ gerar soluções tais que 
∑(7) e ∑'2(391) 
∑'(7) e ∑2(391) 
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α+β = δ           com           α²+β² = J , 
deduzir-se-á disto soluções para a+b = m, pela multiplicação de 
α, β e γ por λ. 
Da mesma forma, se o número λ gerar soluções tais que16 
α'+β' = λ           com           α'²+β'² = J' , 
deduzir-se-á disto outras soluções a+b = m, pela multiplicação de 
α', β' e γ' por δ. 
Se, em particular, m é um número par, ele é da forma 
m = 2n(2μ+1), 
e só pode corresponder a triângulos secundários provenientes de 
outros triângulos menores, pela multiplicação dos três lados 
destes pelo fator comum 2n. 
Poderemos, assim, limitar nossa investigação aos 
triângulos primitivos. Então, m deve ser um número ímpar e já 
temos estabelecido (na seção 3 do presente capítulo) que deve 
ser de uma das duas formas 8q+1 ou 8q−1. 
Aliás, se x e y são os números geradores a serem 
determinados, deve-se ter a relação 
x²−y +2xy = m 
donde tem-se 
                                                 
16 Nota dos Trad: No texto original há α'+β' = J'. 
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myyx   2 . 
Para que x seja inteiro, é necessário que a expressão 
my  2  seja um número quadrado. 
Pomos 
2y +m = μ . 
Então, 
x = μ−y 
e, como sempre se deve ter x > y, é necessário ter também 2y < μ. 
O dado número m deve ser da forma 
m = μ²−2y . 
Deverá, portanto, ser tomado, como o número p no 
problema precedente (investigação de triângulos primitivos tais 
que a−b = pr ), dentre os termos da sequência (P), que 
compreende exclusivamente dos números primos de uma das 
duas formas 18 rq , suas potências e os múltiplos desses 
números uns pelos outros. 
Mas, além disso, se tem encontrado os pares de valores 
para y e μ satisfazendo à relação 
m = μ²−2y , 
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é necessário que a condição 2y < μ seja satisfeita. É necessário, 
enfim, que y e μ sejam primos entre si para que x e y também o 
sejam. Como μ é necessariamente ímpar, x e y serão de 
paridades diferentes. 
Essas últimas condições são sempre realizadas para os 
números m pertencentes à sequência (P), posto que y e μ são 
termos sn e tn, de mesmo índice, tomados de uma sequência ∑ 
relativa ao número m e da sequência derivada correspondente T. 
 
 
I. — Suporemos primeiro que m é um número primo. 
Se reportarmos à relação (da seção anterior): 
        )       , 
ver-se-á que ela é da forma idêntica à relação 
2y +m = μ  
para todo valor par atribuído a n. 
Se m é da forma 8q−1, toma-se como valores de y os 
termos ímpares das sequências conjugadas ∑ e ∑' relativas à m, 
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e os valores correspondentes nas sequências T e T' serão os 
valores de μ. 
Se m é da forma 8q+1, toma-se como valores de y os 
termos pares das sequências ∑ e ∑'. 
Sempre ter-se-á, portanto, 
y = sn 
x = tn−sn 
e a condição x > y se torna 
tn > 2sn. 
Se m for primo, só haverá uma única solução primitiva. 
Há, nas sequências ∑ e T, apenas um único termo t que seja 
maior que o dobro do termo correspondente s. 
Tem-se t1 > 2s1, mas para todo valor de n diferente de 1, 
tem-se 
tn < 2sn. 
Com efeito, 
tn = sn−1+sn. 
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Ora, sn−1 é sempre menor que sn, exceto para n = 1. 
Havíamos estabelecido que sempre tem-se s0 > s1 (ver a seção 
anterior), donde resulta 
t1 = s0+s1 > 2s1. 
Quanto à sequência conjugada ∑', como 
s'0 < 0 
e 
s'1 > 0, 
nunca tem-se tn > 2sn, mesmo para n = 1. 
Assim, quando m é primo sempre há uma, e só uma, 
solução primitiva tal que a+b = m. Ela é dada pela sequência ∑ 
relativa a m, tomando como números geradores 
y = s1 
x = s0. 
Não pode, de outra parte, existir soluções secundárias. 
 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — 1º m = 7. 
Toma-se 
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x = 2 
y = 1 
donde obtemos o triângulo primitivo 3 +4  = 5 . 
2º m = 17. 
Toma-se 
x = 3 
y = 2 
donde obtemos o triângulo primitivo 5 +12  = 13 . 
II. — Supomos agora que m é o produto de dois números 
primos distintos da sequência (P). 
Temos estabelecido que, nesse caso, ao número m 
correspondem dois pares de sequências conjugadas ∑. Haverá, 
portanto, duas sequências para as quais a condição s0 > s1 será 
satisfeita e, em consequência, dois pares de números geradores x 
e y gerando triângulos primitivos tais que 
a+b = m. 
A esses dois triângulos primitivos, serão acrescentados 
dois triângulos secundários, deduzidos pela multiplicação dos 
lados do triângulo primitivo correspondente a um dos fatores 
primos de m pelo outro fator primo. 
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EXEMPLO NUMÉRICO. — Seja m = 7×17 = 119. Temos 
indicado (na seção anterior) os primeiros valores dos termos das 
4 sequências que correspondem ao número 119. 
As soluções primitivas a+b = 119 deverão ser procuradas 
nas duas sequências ∑'1 e ∑'2, ao fazer 
x = 8 
y = 5 
donde se obtém o triângulo primitivo 39 +80  = 89 , 
x = 10 
y = 1 
donde se obtém o triângulo primitivo 99 +20  = 101 . 
As soluções secundárias serão obtidas ao multiplicar por 
17 os lados do triângulo primitivo tal que a+b = 7, e por 7 os 
lados do triângulo primitivo tal que a+b = 17. Tem-se assim os 
dois triângulos17 
51 +68  = 85  
35 +84  = 91 . 
                                                 
17 Nota dos Trad.: No original há 452 em vez de 352 no segundo triângulo. 
sequência ∑'1 
sequência ∑'2 
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III. — Se m é o produto de três números primos distintos 
da sequência (P), haverá 4 pares de valores x e y gerando 
soluções primitivas. 
A esses 4 triângulos primitivos, serão acrescentados os 
12 triângulos secundários, obtidos ao considerar o número m 
como o produto de um dos seus três fatores primos pelo produto 
dos outros dois, o que dará, cada vez, 4 triângulos e, como há 
assim 3 grupamentos possíveis, obtêm-se 3×4 = 12 triângulos 
secundários. Há, portanto, no total, 16 triângulos tais que 
a+b = m. 
IV. — De uma forma geral, se o número m for o produto 
de n fatores primos, todos diferentes, e tomados da sequência 
(P), haverá 2n−1 triângulos primitivos tais que 
a+b = m. 
Quanto ao número correspondente de triângulos 
secundários, ele pode ser determinado da seguinte maneira: 
Se designarmos por sn o número de triângulos 
secundários, teremos a relação 
sn = n[2n−2+sn−1] 
com o valor inicial 
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s1 = 0. 
Deduz-se sucessivamente: 
s2 = 2,    s3 = 12,    s4 = 64,     s5 = 360,     s6 = 2256,     ... 
Aliás, a referida relação de recorrência conduz 
facilmente à fórmula geral que exprime sn diretamente em 
função de n. Obtém-se: 
.......nnnnnns nnnn uuu  432 2)2)(1(2)1(2  
Essa fórmula é satisfeita para todo valor de n a partir de 
n = 2, se pararmos, no seu desenvolvimento, após o termo que 
dá 0 como expoente do fator comum 2. 
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CAPÍTULO VI 
PROBLEMAS RELACIONADOS AO PERÍMETRO 
 
1. Triângulos cujo perímetro e cuja área são 
expressos pelo mesmo número. — Tomemos os números 
geradores x e y sob sua forma geral 
x = m q  
y = n q  
sendo m, n, q números inteiros, com a única condição 
m > n. 
A expressão do perímetro do triângulo retângulo 
correspondente é 
2p = 2x(x+y) = 2qm(m+n). 
A expressão da área do mesmo triângulo é 
s = xy(x²−y ) = q mn(m−n)(m+n). 
Se devemos ter 
s = 2p, 
é necessário que 
qn(m−n) = 2. 
258 
 
Disto, deduz-se 
m = n+ qn
2 . 
Os únicos valores possíveis são, portanto, 
q = 1, n = 1, m = 3, o que gera o triângulo 8 +6  = 10  
q = 1, n = 2, m = 3, o que gera o triângulo 5 +12  = 13  
q = 2, n = 1, m = 2, o que gera o triângulo 6 +8  = 10 . 
Há, portanto, apenas dois triângulos retângulos tendo 
essa propriedade. 
 
2. Investigação sobre triângulos retângulos tendo 
como perímetro um dado número. — Se 
x = m q  
y = n q  
são os número geradores, a expressão do perímetro do triângulo 
retângulo correspondente é 
2p = 2qm(m+n). 
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É sempre um número par. Antes de tudo, portanto, é 
necessário que o número dado seja par. 
Admitiremos que é o semi-perímetro p que é dado, e 
teremos 
p = qm(m+n). 
O número q pode ser um inteiro qualquer; m e n são 
números inteiros sujeitos às condições 
m > n > 0. 
Pode-se, então, observar que o número dado p deve ser 
um produto de três fatores, dos quais um, q, pode ser a unidade, 
mas os outros dois, m e m+n, devem ser diferentes, sendo que o 
menor m deve ser maior que a unidade. 
Segue-se que o número p jamais pode ser nem um 
número primo, nem o quadrado de um número primo. 
I – O caso mais simples é o em que p é o produto dos 
dois números primos α e β, e suporemos que 
α > β > 1. 
Pode-se, então, escrever 
p = qm(m+n) = α∙β. 
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A única combinação possível será a seguinte: 
m+n = α 
m = β 
q = 1 
de que deduz-se  
n = α−β. 
Só terá, aliás, uma solução se m > n, ou seja, 
2β > α. 
As condições de possibilidade são assim: 
1 < β < α < 2β. 
Se, portanto, p é o produto de dois números primos α e β, 
existirá um, e um só, triângulo retângulo de perímetro 2p se o 
maior dos dois fatores de p é menor que o dobro do menor fator. 
Caso contrário, não haverá triângulo algum. 
No caso de haver uma solução, os números geradores 
são 
x = β 
y = α−β. 
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Exceto o caso único de β = 2, os números α e β são 
ambos ímpares. Os números x e y serão, portanto, sempre 
(mesmo se β = 2) primos entre si e de paridades diferentes. O 
triângulo correspondente será, portanto, sempre primitivo. 
NOTA. — Para β = 2, o único valor possível para α é 3. 
II. — Supomos agora que p é o produto de três números 
primos α, β e γ, e seja 
α > β > γ > 1. 
Ter-se-á: 
p = q∙m(m+n) = α∙β∙γ∙1. 
Pode-se formar várias combinações, de acordo com a 
maneira em que se toma para valores dos fatores q, m, m+n, ou 
um dos 4 números α, β, γ, 1, ou, para um desses fatores, o 
produto de dois dos três números α, β, γ. 
1º Fazemos primeiro q = 1. 
É necessário, então, pôr 
(π)                                    m(m+n) = α∙β∙γ 
Recordemos as condições do problema; elas são 
α > β > γ > 1 
      m > n > 0. 
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Há 6 combinações possíveis, a priori, de duplas 
igualdades originadas da relação (π), a saber: 
 
(1)                           m = α 
                            m+n = βγ 
(2)                           m = βγ  
                             m+n = α 
(3)                             m = β  
                            m+n = αγ 
(4)                           m = αγ  
                             m+n = β 
(5)                             m = γ  
                            m+n = αβ 
(6)                            m = αβ  
                              m+n = γ 
donde     n = βγ−α        α < βγ < 2α 
Condições de 
possibilidade 
donde    n = α−βγ        βγ < α < 2βγ 
donde    n = αγ−β        β < αγ < 2β 
donde    n = β−αγ        αγ < β < 2αγ 
donde     n = αβ−γ     γ < αβ < 2γ 
donde    n = J−Dβ        αβ < γ < 2αβ 
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As combinações (3), (4), (5) e (6) são incompatíveis com 
as condições do problema. 
Com efeito, a combinação (3) necessita que αγ < 2β. 
Ora, como γ é ao menos igual a 2, tem-se 
αγ t  2α > 2β. 
A combinação (5) necessita que 
αβ < 2γ. 
Mas, como sempre se tem α > 2, então 
αβ > 2β > 2γ. 
Enfim, as combinações (4) e (6) dariam valores 
negativos para n. 
Resta-nos, então, apenas as combinações (1) e (2), que 
são, aliás, contraditórias, e não são, portanto, aceitáveis 
simultaneamente. 
Disto conclui-se que nunca pode existir mais de uma 
solução. Essa solução, quando existe, é sempre primitiva [exceto 
se γ = 2 e m = α]. 
 
Se α < βγ < 2α, põe-se  
 
x = α 
y = βγ−α 
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Se βγ < α <2βγ, põe-se  
Se, enfim,    α > 2βγ    não há solução. 
                   βγ > 2α 
CASO PARTICULAR. — Tem-se: β = γ; então p = α∙β².  
As condições do problema permanecem as mesmas. Para 
ter uma solução, é necessário que se tenha: 
α < β² < 2α; então põe-se 
ou então 
β² < α< 2β²; então põe-se 
 
2º Visto que, ao pôr q = 1, não se pode ter mais de uma 
solução e que, de outra parte, não é possível supor que nem 
m+n, nem m, sejam iguais a 1, deve-se, para procurar outras 
soluções, pôr 
qm(m+n) = α∙β∙γ. 
Pode-se dar à q um dos valores α, β ou γ. 
x = βγ  
y = α−βγ. 
ou se 
x = α 
y = β²−α 
x = β²  
y = α−β². 
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O produto m(m+n) será, respectivamente, igual a βγ, γα 
ou αβ. 
Encontra-se, assim, reconduzido ao caso estudado 
anteriormente, em que p é o produto de dois fatores primos. 
Temos visto que pode, então, existir uma solução única, 
ou não há solução alguma. 
Mas, no presente caso, obtêm-se apenas soluções 
secundárias, visto que os lados do triângulo serão múltiplos de 
q.  
Temos as três combinações seguintes a considerar: 
 
 
 
donde  
     n = β−γ               n = α−γ                  n = α−β 
É necessário ter: 
γ < β <2γ             γ < α < 2γ              β < α < 2β. 
Se α < 2γ, tem-se a fortiori     
β < 2γ 
α < 2β. 
     q = α 
m+n = β  
    m = γ 
     q = β  
m+n = α 
     q = γ 
m+n = α  
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Então, as três combinações são possíveis 
simultaneamente. 
Pode-se resumir, assim, a discussão para o caso de q > 1: 
Se α < 2γ, obtêm-se 3 soluções secundárias, fazendo 
sucessivamente 
q = α, q = β, q = γ. 
Se β < 2γ < α < 2β, obtêm-se 2 soluções secundárias, 
fazendo sucessivamente 
q = α, q = γ. 
Se 2γ < β < α < 2β, obtém-se 1 solução secundária, 
fazendo 
q = γ. 
Se β < 2γ < 2β < α, obtém-se 1 solução secundária, 
fazendo  
q = α. 
Se 2γ < β < 2β < α, não há solução alguma. 
Os seguintes valores numéricos, para o valor comum α = 
17, correspondem, respectivamente, a esses 5 casos diferentes: 
 
 
 
α = 17 
    β =   7 
    γ =   5 
1 solução 
α = 17 
β = 13 
γ = 11 
3 soluções 
α = 17 
β = 11 
    γ =   3 
1 solução 
α = 17 
β = 11 
    γ =   7 
2 soluções 
α = 17 
    β =   7 
    γ =   3 
0 solução. 
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CASO PARTICULAR. —Tem-se: β = γ. Não há mais que 
uma solução possível 
q = m = β 
     n = α−β 
Não há solução alguma se α > 2β. 
3º Enfim, deve-se ter em conta, em todos os casos, a 
solução primitiva possível que resulta no caso de q = 1. 
É fácil demonstrar que, no caso das três soluções 
secundárias com q > 1, ou seja, quando α < 2γ, não há solução 
alguma possível com q = 1. Em consequência, jamais pode 
existir 4 soluções. 
Com efeito, se α < 2γ, a fortiori α < βγ. 
Para haver uma solução com q =1, é preciso ter também 
βγ < 2α. 
Mas, as duas condições necessárias são incompatíveis, 
porque o menor valor possível para γ é 2; para β, é 3; e para α, é 
5. Então, tem-se: α > 2γ. 
Para ter α < 2γ, é necessário, portanto, atribuir à γ um 
valor maior que 2 e, em consequência, à β um valor maior que 3, 
portanto, no mínimo igual a 5. 
se α < 2β. 
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Desta forma, se α < 2γ, tem-se       2α < 4γ 
e a fortiori                                                  2α < βγ. 
– Podemos agora estabelecer a Tábua completa de todos 
os casos possíveis, que são, no total, 12. 
Incluímos neles alguns exemplos numéricos: 
1º CASO. — Os valores dos 3 fatores α, β, γ se 
classificam assim: γ < β < α < 2γ < 2β < 2α < βγ. 
 
 
q = γ               q= β q= α           α = 13      α = 17 
m = β m = γ m = γ β = 11     β = 13 
n = α−β n = α−γ n = β−γ γ =   7     γ = 11 
 
2º CASO. — Tem-se: γ < β < 2γ < α < 2β < βγ < 2α. 
 
 
Essa classificação dos valores α, β, γ, em números 
primos, não é possível, exceto para o grupo de valores 
particulares: α = 5, β = 3, γ = 2, que corresponde ao valor 2p = 
60. 
3 SOLUÇÕES SECUNDÁRIAS  EXEMPLOS NUMÉRICOS  
2 SOLUÇÕES SECUNDÁRIAS 
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Aparentemente há 3 soluções, a saber: 
 
 
 
mas as duas primeiras combinações dão o mesmo triângulo 
secundário 
10 +24  = 26  
e a 3ª combinação dá o triângulo secundário 
15 +20  = 25 . 
3º CASO. — Tem-se: γ < β < 2γ < α < 2β < 2α < βγ. 
 
 
q = γ               q = α           α = 7 α = 17 
m = β m = γ β = 5 β = 11 
n = α−β n = β−γ γ = 3 γ =   7 
 
q = 1 
m = 5 
n = 1 
q = 2 
m = 3 
n = 2 
q = 5 
m = 2 
n = 1 
2 SOLUÇÕES SECUNDÁRIAS  EXEMPLOS NUMÉRICOS 
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4º CASO. — Tem-se: γ < β < 2γ < 2β < α < βγ < 2α. 
 
q = 1               q = α           α = 11 α = 19 ou 23 ou 31 
m = α m = γ β =   5 β =  7 
n = βγ−α n = β−γ γ =   3 γ =  5 
5º CASO. — Tem-se: γ < 2γ < β < α < 2β < βγ < 2α. 
 
q = 1               q = γ            α = 17 ou 19 
m = α m = β       β = 11 
n = βγ−α n = α−β       γ =   3 
6º CASO. — Tem-se: γ < β < 2γ < 2β < βγ < α < 2βγ < 2α. 
 
q = 1               q = α          α = 17  
m = βγ m = γ  β =   5 
n = α−βγ n = β−γ   γ =   3 
 
2 SOLUÇÕES: 1 PRIMITIVA, 
1 SECUNDÁRIA 
 EXEMPLOS NUMÉRICOS 
2 SOLUÇÕES: 1 PRIMITIVA, 
1 SECUNDÁRIA 
  EXEMPLO NUMÉRICO  
2 SOLUÇÕES: 1 PRIMITIVA, 
1 SECUNDÁRIA 
  EXEMPLO NUMÉRICO  
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7º CASO. — Tem-se: γ < 2γ < β < 2β < α < βγ < 2α < 2βγ. 
 
q = 1   α = 17  
m = α   β =   7 
      n = βγ−α   γ =   3 
8º CASO. — Tem-se: γ < 2γ < β < 2β < βγ < α < 2βγ < 2α. 
 
q = 1   α = 23  
 m = βγ   β =   7 
     n = α−βγ   γ =   3 
9º CASO. — Tem-se: γ < 2γ < β < α < 2β < 2α < βγ. 
 
q = γ  α = 13 α = 17  
m = β  β = 11 β = 13 
     n = α−β  γ =   5       γ =   3 
 
1 SOLUÇÃO PRIMITIVA   EXEMPLO NUMÉRICO  
1 SOLUÇÃO PRIMITIVA   EXEMPLO NUMÉRICO  
1 SOLUÇÃO SECUNDÁRIA   EXEMPLOS NUMÉRICOS  
272 
 
10º CASO. — Tem-se: γ < β < 2γ < 2β < α < 2α < βγ. 
 
q = α  α = 17 α = 29  
m = γ  β =   7 β = 11 
    n = β−γ  γ =   5 γ =   7 
11º CASO. — Tem-se: γ < 2γ < β < 2β < βγ < 2βγ < α. 
 
   α t  43 
   β =   7 
   γ =   3 
12º CASO. — Tem-se: γ < 2γ < β < 2β < α < 2α < βγ. 
 
   α = 23 
   β = 11 
   γ =   5 
 
1 SOLUÇÃO SECUNDÁRIA   EXEMPLOS NUMÉRICOS  
NENHUMA SOLUÇÃO  EXEMPLO NUMÉRICO  
NENHUMA SOLUÇÃO  EXEMPLO NUMÉRICO  
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CASOS PARTICULARES. – A. – Tem-se: β = γ; então p = αβ². 
1º Se β < α < 2β < β² < 2α, 
 
      q = 1 q = β  α = 5 
      m = α m = β  β = 3 
      n = β²−α n = α−β   
2º Se β < α < 2β < 2α < β², 
 
      q = β   α = 7  
      m = β   β = 5 
      n = α−β    
3º Se β < 2β < α < β² < 2α, 
 
      q = 1   α = 7  
      m = α   β = 3 
      n = β²−α    
 
2 SOLUÇÕES: 1 PRIMITIVA, 
1 SECUNDÁRIA 
  EXEMPLO NUMÉRICO  
1 SOLUÇÃO SECUNDÁRIA   EXEMPLO NUMÉRICO  
1 SOLUÇÃO PRIMITIVA   EXEMPLO NUMÉRICO  
274 
 
4º Se β < 2β < β² < α < 2β², 
 
      q = 1  α = 5 α = 11  
      m = β²  β = 2 β = 3 
      n = α−β²    
5º Se β < 2β < β² < 2β² < α, 
 
   α t 19  
   β =   3 
B. — Tem-se: α= β; então p = β²∙γ. 
1º Se γ < β < 2γ, 
 
      q = β   β = 5 
      m = γ   γ = 3 
      n = β−γ    
 
1 SOLUÇÃO PRIMITIVA   EXEMPLOS NUMÉRICOS  
NENHUMA SOLUÇÃO    EXEMPLOS NUMÉRICOS  
1 SOLUÇÃO SECUNDÁRIA   EXEMPLO NUMÉRICO  
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2º Se γ < 2γ < β, 
 
   β t  7 
   γ = 3 
C. — Tem-se: α = β = γ; então p = α3. 
Não há solução. 
 
Observação. — O menor grupo de valores em números 
primos α, β, γ, que dá 3 soluções é: 
             α = 13                            819 +308  = 875  
             β = 11                             143 +924  = 935  
             γ =  7                               429 +728  = 845  
Isto não quer dizer que não há grupos de 3 triângulos 
menores, tendo o mesmo perímetro. Mas, o grupo precedente é o 
menor para o qual o perímetro comum é o dobro de um produto 
de três números primos. 
NENHUMA SOLUÇÃO    EXEMPLOS NUMÉRICOS  
p = 1001. 
soluções  
secundárias. 
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O grupo dos três menores triângulos de mesmo perímetro 
é dado pelos valores 
α = 5 
β = 4 
γ = 3 
que geram os três triângulos secundários: 
                  45 +24  = 51  
                  20 +48  = 52  
                  30 +40  = 50  
III. — Se o número p é o produto de 4 números primos, 
além da unidade, o estudo completo do problema começa à 
tornar-se muito complicado, por conta da multiplicidade das 
combinações possíveis. 
Não obstante, faremos uma discussão geral sobre isto, a 
fim de estabelecer, especialmente, o número máximo das 
soluções que se pode obter, e as condições desse máximo. 
Seja, portanto, 
p = q∙m(m+n) = α∙β∙γ∙δ 
p = 60. 
Perímetro comum: 
2p = 120 = 2 ×3×5. 
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e supomos 
α > β > γ > δ > 1. 
A. — Fazemos primeiro q = 1. 
É fácil de verificar que, nesse caso, pode-se atribuir ao 
fator m+n um dos seguintes 6 valores, e nenhum outro: 
αβ, αγ, αδ, βγ, βγδ, α. 
As duplas condições de possibilidades para esses 6 casos 
serão, respectivamente, 
(1)                                m+n = αβ                  γδ < αβ < 2γδ 
(2)                                        = αγ                  βδ < αγ < 2βδ 
(3)                                        = αδ                  βγ < αδ <2βγ 
(4)                                        = βγ                  αδ < βγ < 2αδ 
(5)                                        = βγδ                 α < βγδ < 2α 
(6)                                        = α                    βγδ < α < 2βγδ 
Dentre as diversas quantidades que figuram nessas 
desigualdades de condição, há 5 que se classificam 
imediatamente pela ordem de grandeza, independentemente dos 
valores particulares que se pode atribuir aos números primos α, 
β, γ, δ. Tem-se sempre com efeito: 
γδ < βδ < αδ < αγ < αβ. 
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Evidentemente o mesmo acontece para os dobros desses 
produtos. Quanto ao valor βγ, ele se classifica, conforme o caso, 
entre βδ e αδ, ou entre αδ e αγ. 
De outra parte, da segunda desigualdade do grupo (1), a 
saber, 
αβ < 2γδ 
decorre a fortiori as seguintes três outras: 
αγ < 2βδ 
αδ < 2βγ 
βγ < 2αδ. 
Agora, as primeiras condições dos grupos (3) e (4) são 
contraditórias, e uma exclui a outra. 
O mesmo acontece com as condições (5) e (6). 
Há também incompatibilidade entre cada uma das 4 
primeiras combinações e cada uma das 2 últimas. 
Se, com efeito, tem-se αβ < 2γδ [combinações 1 a 4], 
tem-se a fortiori  
                                               αβ < βγδ  
e, ainda a fortiori                    2α < βγδ, o que exclui (5),  
ou                                             α < βγδ, o que exclui (6). 
279 
 
Mas as combinações (1), (2) e (3) são compatíveis, 
mediante a seguinte classificação dos valores: 
γδ < βδ < βγ < αδ < αγ < αβ < 2γδ, 
que é efetuada, em particular, com os valores numéricos: 
α = 53, β = 47, γ = 43, δ = 41. 
Da mesma forma, as combinações (1), (2) e (4) são 
compatíveis, mediante a seguinte classificação: 
γδ < βδ < αδ < βγ < αγ < αβ < 2γδ, 
que é efetuada, em particular, com os valores numéricos: 
α = 23, β = 19, γ = 17, δ = 13. 
Pode, portanto, haver no máximo 3 soluções, quando αβ 
< 2γδ. Serão dadas pelas combinações (1), (2) e (3) se βγ < αδ. 
Serão dadas pelas combinações (1), (2) e (4), se βγ > αδ. 
Essas 3 soluções serão sempre primitivas se δ > 2; m = x 
será sempre ímpar, n = y será sempre par. 
Se δ = 2, as combinações (1), (2) e (4) ainda dão 
soluções primitivas, porque m = x é sempre par, e n = y sempre 
ímpar. Mas a combinação (3) dá uma solução secundária, 
porque 
m = x = βγ 
n = y = 2α− βγ 
são dois números ímpares. 
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B. — Supomos agora q > 1. 
Então p pode ser tomado igual, seja a um dos 4 fatores α, 
β, γ ou δ, seja ao produto de quaisquer dois deles, o que dá a 
priori 4+6 = 10 valores; devemos examinar sucessivamente as 
condições de possibilidade que são requeridas, conforme os 
valores que resultam para os números m e n. 
Se q é igual a um dos 4 fatores primos do produto p, o 
produto m(m+n) é igual ao produto dos três outros fatores. Isto 
nos reconduz, assim, ao caso de um produto de três fatores com 
q = 1. Vimos acima que jamais pode existir mais de uma 
solução. 
Se, por exemplo, faz-se 
q = α 
então 
m(m+n) = β∙γ∙δ. 
Se β < γδ < 2β, põe-se  
 
 
Se γδ < β< 2γδ, põe-se  
 
      m = β 
 
      n = γδ−β. 
m = γδ 
 
n = β−γδ. 
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Se β > 2γδ 
      ou se γδ > 2β 
Se q é igual ao produto de dois fatores primos de p, então 
m(m+n) é igual ao produto dos outros dois. Isto nos reconduz ao 
caso de um produto de dois fatores primos, o que dá ou uma 
solução ou nenhuma. 
Se, por exemplo, faz-se 
q = αβ, 
então 
m(m+n) = γδ. 
Se γ < 2δ, põe-se 
 
 
Se γ > 2δ, não haverá solução alguma. 
Isso estabelecido, podemos agora investigar qual é o 
número máximo de soluções possíveis e às quais classificações 
dos valores dentre as desigualdades de condição esse máximo 
corresponde. 
Temos reconhecido que, no caso de q = 1, o número 
máximo de soluções correspondentes é 3, quando tem-se 
αβ < 2γδ. 
não há solução alguma. 
m = δ 
 
n = γ−δ. 
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Para realizar a investigação análoga no caso de q > 1, é 
conveniente estabelecer a tábua completa dos 10 valores 
possíveis para q, com as desigualdades de condição 
correspondentes para a solução única dada para cada um desses 
10 valores. 
Pode-se calcular então que, para q > 1, o número de 
soluções simultâneas possíveis jamais pode ultrapassar 6. 
1º Se α < 2δ, obtém-se uma solução com cada uma das 6 
combinações nas quais q é um produto de dois fatores primos; 
mas, então, as outras 4 combinações, nas quais q é igual a um dos 
fatores α, β, γ, δ, não podem dá solução alguma. 
EXEMPLO NUMÉRICO. — α = 23, β = 19, γ = 17, δ = 13. 
2º A seguinte classificação dá também 6 soluções para q > 1: 
2)                          β < 2δ < 2γ < 2β < α < γδ < βδ < βγ < 2α. 
Pode-se fazer, com efeito: 
 
 
 
q = β 
m = α 
n = γδ−α 
q = γ 
m = α 
n = βδ−α 
q = δ 
m = α 
n = βγ−α 
q = αβ 
m = δ 
n = γ−δ 
q = αγ 
m = δ 
n = β−δ 
q = αδ 
m = γ 
n = β−γ. 
q = αδ 
m = γ 
n = β−γ. 
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EXEMPLO NUMÉRICO. — α = 73, β = 13, γ = 11, δ = 7. 
Mas, apenas a primeira classificação, a saber, 
α < 2δ, 
pode ser compatível com a condição αβ < 2γδ que dá 3 soluções 
suplementares para q = 1. 
Com efeito, se  
αβ < 2γδ, 
deduz-se 
α < 2δ∙
β
γ  
e a fortiori 
α < 2δ. 
Assim, portanto, a condição αβ < 2γδ, que dá 3 soluções 
para q = 1, acarreta a condição α < 2δ, que dá sempre 6 outras 
para q > 1, sendo 9 as soluções no total, o que é o número 
máximo. 
EM RESUMO, se p é o produto de 4 fatores primos 
diferentes α, β, γ, δ, ordenados de forma decrescente, obtêm-se 9 
triângulos tendo perímetro 2p, o que é o número máximo 
possível se 
αβ < 2γδ. 
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Ter-se-á 3 triângulos primitivos, pondo: 
 
 
e 6 triângulos secundários, pondo: 
       
 
 
O menor grupo de 9 triângulos de mesmo perímetro 
assim obtido corresponde aos valores seguintes em números 
primos: 
α = 23, β = 19, γ = 17, δ = 13; 
todos têm perímetro 2p = 193.154. 
NOTA. — O menor grupo possível de 9 triângulos de 
mesmo perímetro corresponde aos seguintes valores:  
α = 8, β = 7, γ = 6, δ = 5; 
esses são os menores valores inteiros tais que se tem 
αβ < 2γδ, 
mas, então, α e γ não são mais números primos. 
x1 = γδ 
y1 = αβ − γδ 
x3 = αδ          ... ou βγ  
y3 = βγ−αδ    ... ou αδ−βγ 
(se βγ > αδ)     (se αδ > βγ) 
 
x2 = βδ 
y2 = αγ−βδ 
q = αβ 
m = δ  
n = 
γ−δ 
q = αγ 
m = δ 
n = β−δ 
q = αδ 
m = γ 
n = β−γ 
q = βγ 
m = δ 
n = α−δ 
q = βδ 
m = γ 
n = α−γ 
q = γδ 
m = β  
n = α−β 
q = γδ 
m = β  
n = α−β 
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O grupo dos 9 triângulos de mesmo perímetro que resulta 
deles é composto exclusivamente de triângulos secundários. 
Eis aqui, aliás, a Tábua: 
t1   224 1560 1576 
t2 1056   910 1394 
t3 1596   160 1604 
t4 1344   560 1456 
t5 1008   960 1392 
t6 1400   480 1480 
t7   672 1260 1428 
t8 1120   840 1400 
t9 1440   420 1500 
 
ALGUNS CASOS PARTICULARES. — Supomos agora que 
dois dos 4 fatores primos α, β, γ, δ, sejam iguais. Pode-se ter um 
dos três casos: 
p = αβγ², p = αβ²γ, p = α²βγ. 
Vamos estudá-los sucessivamente. 
Pe
rím
et
ro
  
co
m
um
: 
2p
 =
 3
36
0 
= 
25
×3
×5
×7
. 
286 
 
 Também estudaremos os casos: 
                         . 
1º p = α∙β∙γ . 
Deve-se fazer, na Tábua das combinações, δ = γ. 
Para q = 1, a condição das 3 soluções simultâneas se 
torna 
αβ < 2γ2. 
Tem-se, aliás, necessariamente 
βγ < αδ 
posto que essa desigualdade se reduz a β < α. 
São, portanto, as combinações (1), (2) e (3) que são 
possíveis, mas elas não dão mais que duas soluções diferentes. 
A combinação (1) dá 
x = γ² 
y = αβ−γ². 
É sempre primitivo. 
A solução dupla dada pelas combinações (2) e (3) é: 
x = βγ 
y = γ(α−β). 
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Ela é sempre secundária. 
Para q > 1, as 6 combinações do grupo q = αβ 
permanecem possíveis porque, se 
αβ < 2γ², 
a fortiori tem-se 
α < 2γ. 
Mas, as 6 soluções correspondentes se reduzem à 3, a 
saber, 
q = αβ, q = αγ, q = βγ, 
porque a 6ª, que se torna q = γ², reproduz a solução secundária 
dupla obtida para q = 1. 
Com efeito, os dois grupos de valores  
q = 1          q = γ² 
    m = βγ                 m = β 
n = γ(α−β)           n = α−β 
dão os mesmos números geradores 
   x = βγ 
y = γ(α−β). 
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As 9 soluções do caso geral se reduzem, portanto, a 5, 
sendo apenas uma primitiva. 
EXEMPLO NUMÉRICO18. — p = 17×13×11  = 26741. 
 
2º p = α∙β²∙γ. 
Substitui-se, nas fórmulas gerais, δ por γ e γ por β. 
Para q = 1, a condição das 3 soluções simultâneas torna-
se  
α < 2γ, 
 
mas o número de soluções se reduzem à duas distintas: 
Se β² < αγ, far-se-á                                    e 
 
Se β² > αγ, far-se-á                                    e 
 
Nos dois casos, a solução comum (x1, y1) será secundária. 
                                                 
18 Nota dos Trad.: No original, o produto é dado como 2741. 
x1 = βγ 
y1 = β(α−γ) 
x2 = β² 
y2 = αγ–β² 
x1 = βγ 
y1 = β(α−γ) 
x2 = αγ  
y2 = β²–αγ 
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Para q > 1, o grupo q = αβ dará soluções se α < 2γ. Pode-
se pôr: 
q = αβ   q = βγ 
m = γ    m = β 
n = β−γ  n = α−β 
Se se puser q = αγ, ter-se-á m(m+n) = β², que não pode 
dar coisa alguma. 
Se se puser q = β², ter-se-á 
                               m = γ 
n = α−γ 
e se recai na solução obtida com q = 1, m = βγ e n = β(α−γ). 
Há, portanto, no máximo, se α < 2γ, 4 soluções, das 
quais somente uma é primitiva. 
3º p = α²∙β∙γ. 
Nas fórmulas do caso geral, substitui-se δ por γ, γ por β, 
e β por α. 
Para q = 1, a condição das 3 soluções simultâneas torna-
se  
α² < 2βγ. 
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Como se tem necessariamente βγ > αδ, posto que essa 
condição se torna β > γ, tem-se as duas soluções 
                              x = βγ          e       x = αγ 
                              y = α²−βγ             y = α(β−γ). 
Apenas a primeira é primitiva. 
Para q > 1, se α² < 2βγ, pode-se pôr 
 
 
 
donde há 3 outras soluções. 
Há, portanto, no máximo, 5 soluções possíveis, sendo só 
uma primitiva. 
4º p = α∙β³. 
Se α < 2β, pode-se pôr 
   x = β² 
y = β(α−β). 
Essa é a única solução possível para q = 1; é sempre 
secundária. 
q = α² 
m = γ 
n = β−γ 
q = αβ 
m = γ 
n = α−γ 
q = αγ 
m = β 
n = α− β 
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Se α < β3 < 2α, pode-se pôr 
 x = α 
                                     y = β³−α. 
Essa é a única solução possível para q = 1; é primitiva 
(exceto para β = 2). 
EXEMPLO NUMÉRICO: α = 17, β = 3. 
Para q > 1, se α < 2β, pode-se pôr q = β3, mas se recai sob 
a solução x = β². 
 
Se se põe q = β, tem-se                           ou 
 
 
Quando α < 2β, tem-se também α < β². Apenas a segunda 
combinação é, portanto, possível, com a classificação 
α < 2β < β² < 2α. 
Tem-se, assim, 2 soluções secundárias, uma para q = 1, 
outra para q = β. 
m = β² 
n = α−β² 
se β² < α< 2β² 
m = α 
n = β²−α 
se α < β² <2α. 
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Quando α < β³ < 2α, é a primeira combinação q = β que é 
possível, com a classificação 
β² < α < 2β² < β³ < 2α. 
Tem-se novamente 2 soluções, sendo uma primitiva e 
outra secundária. 
5º p = α³∙β. 
Para q = 1, se α < 2β, pode-se pôr 
 
 
É uma solução secundária, aliás, a única. 
Se α > 2β, não há solução alguma. 
Para q > 1, se α < 2β, pode-se pôr 
 
 
mas se recai sob a solução já obtida com q = 1. Não se pode, 
aliás, dá à q nenhum outro valor. 
x = αβ 
y = α(α−β). 
q = α² 
m = β 
n = α−β, 
293 
 
Não pode, portanto, existir mais de uma solução, que é 
secundária. 
6º p = α²∙β². 
Para q = 1, se α² < 2β², pode-se pôr 
 
 
o que dará uma solução primitiva, que é, aliás, a única possível. 
Para q = α, põe-se  
 
                                ou então 
 
Essas duas combinações são, aliás, incompatíveis com a 
condição α² < 2β², que dá uma solução primitiva. 
Se, com efeito, essa última desigualdade existe, α é 
necessariamente maior que 4, posto que não pode ocorrer para β 
= 2, α = 3. 
Se, portanto, α > 4, então 
α² > 4α 
e tem-se a classificação 
4α > α² >2β² 
x = β² 
y = α²−β² 
m = β² 
n = α−β² 
m = α 
n = β²−α 
se α < β² < 2α 
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ou                 2α < β²,       o que exclui a solução  
e a fortiori    α < β²,        o que exclui a solução  
 
Para q = αβ, pode-se pôr   
 
o que necessita α < 2β, condição sempre satisfeita se α² < 2β². 
Se α > 2β, não há solução possível com q = αβ. 
Assim, no caso de α² < 2β², obtém-se duas soluções, 
sendo uma primitiva. 
Não prolongaremos mais o estudo da procura de 
triângulos retângulos de mesmo perímetro, para os casos em que 
o semi-perímetro p seja um produto de mais de 4 fatores primos, 
todos diferentes. 
A discussão de todos os casos possíveis e a determinação 
do número máximo de soluções seriam muito trabalhosas e 
apenas seriam de pouco interesse, na falta de uma fórmula geral 
que pudesse expressar os resultados em função do número de 
fatores primos obtidos pela decomposição de p. 
q = α 
m = α 
q = α 
m = β². 
m = β 
n = α−β, 
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3. Determinação dos triângulos retângulos cujo 
perímetro é expresso por um número quadrado. — Não 
propomo-nos, nesse problema, investigar se existe um ou mais 
triângulos retângulos tendo como perímetro um dado número 
quadrado, o que seria um caso particular do problema precedente, 
mas sim determinar para quais valores atribuídos aos números 
geradores x e y o triângulo retângulo gerado terá como perímetro 
um número quadrado. 
Estudaremos em sucessão o caso dos triângulos 
primitivos e o dos triângulos secundários. 
I. — Determinação dos triângulos primitivos 
Se x e y são os números geradores procurados, x > y, é 
necessário ter 
2x(x+y) = k . 
Concluímos que o número k é sempre um número par, o 
que já sabíamos; k  é, portanto, sempre um múltiplo de 4. 
De outra parte, x e y devem ser primos entre si e de 
paridades diferentes, x+y é um número ímpar. Disso resulta que o 
número gerador x é sempre par e, em consequência, y é sempre 
ímpar. 
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Enfim, os dois fatores 2x e x+y constituindo o produto k  
são primos entre si; cada um é, portanto, quadrado. Assim, deve-
se ter 
x = 2λ² 
          x+y = μ² 
e então 
   k = 2λμ. 
λ e μ serão dois números primos entre si; λ poderá ser par 
ou ímpar; μ será sempre ímpar. 
As relações precedentes podem ser escritas 
(1)                                  x = 2λ² 
(2)                                   y = μ²−2λ². 
Sendo as condições de possibilidade do problema 0 < y < 
x, deve-se ter 
2λ² < μ² < 4λ². 
Em resumo, λ é um número inteiro qualquer; μ é um 
número ímpar primo com λ e cujo quadrado deve ser 
compreendido entre 2λ² e 4λ². 
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Sendo os números λ e μ assim determinados, pode-se 
formar, pelas relações (1) e (2), dois números geradores x e y 
que gerarão um triângulo primitivo cujo perímetro será um 
número quadrado igual a 4λ²μ². 
Posto que μ é sempre ímpar, pode-se escrever μ = 2ν+1 e 
então deve-se ter 
2λ² < (2ν+1)² < 4λ². 
Dado o número λ, precisa-se investigar entre quais 
limites pode-se escolher os valores de ν e, em consequência, os 
de μ. 
A condição  
2ν+1 < 2λ 
já mostra que deve-se tomar ν < λ. 
A condição 
2λ² < (2ν+1)² 
reduz a 
   √   
 
. 
Pode-se, portanto, tomar como valor de ν todo número 
inteiro compreendido entre os valores  √   
 
 e λ, sob a condição, 
contudo, que o resultado para μ seja um número primo com λ. 
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Em particular, qualquer que seja o valor adotado para λ, 
pode-se tomar 
μ = 2λ−1, 
porque sempre tem-se  
2λ² < (2λ−1)² < 4λ² 
[exceto para λ = 1, caso em que a primeira desigualdade não é 
satisfeita. Mas, não se pode tomar λ = 1, visto que então seria 
necessário fazer ν = 0, pois μ = 1, e resultaria para y um valor 
negativo]. 
Sendo os dois números λ e μ = 2λ−1 sempre primos 
entre si, decorre que, para todo valor de λ (à partir de λ = 2), 
haverá sempre pelo menos uma solução primitiva para o 
problema. 
Faz-se19 
                       x = 2λ² 
y = (2λ−1)²−2λ² = 2λ²−4λ+1 
e obter-se-á o triângulo primitivo tendo como lados 
                                                 
19 Nota dos Trad.: Observe que o valor de y dado no texto é o valor obtido para P = 
2O–1, o que é sempre possível. Não obstante, em alguns casos, há outros valores 
possíveis para P. 
299 
 
a = (4λ−1)(2λ−1)² 
b = 4λ²(2λ²−4λ+1) 
c = 4λ4+(2λ²−4λ+1)². 
O perímetro desse triângulo será 
2p = a+b+c = 4λ²(2λ−1)² = [2λ(2λ−1)]². 
Observação. — Se designa-se por tn o n-ésimo número 
triangular, tem-se 
2
)1( nntn
 . 
Tem-se, portanto,  
μ1λ2 222 ttp    . 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — 1º O menor valor que se pode 
atribuir à λ é 2. O único valor correspondente possível para μ é, 
então, 3. 
Haverá, portanto, apenas um único triângulo primitivo, 
obtido fazendo 
x = 8 
y = 1. 
Isto será também o menor triângulo primitivo cujo 
perímetro é um número quadrado. 
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É o triângulo 
63 +16  = 65  
cujo perímetro é  
2p = 144 = 12 . 
2º Se se tomar λ = 3, dever-se-á ter 
18 < μ² < 36. 
O único valor possível para μ é 5. 
Toma-se, portanto, 
x = 18 
y =   7 
donde o triângulo  
275 +252  = 373  
cujo perímetro é  
2p = 900 = 30 . 
3º Se se tomar λ = 7, dever-se-á ter 
98 < μ² < 196 
donde resulta dois valores possíveis para μ, a saber, 11 e 13. 
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Então, pode-se fazer: 
 
           donde 2p1 = 154 ,  e                     donde 2p2 = 182 . 
II. — Determinação dos triângulos secundários 
Teremos, em primeiro lugar, todos os triângulos obtidos a 
partir de um triângulo primitivo encontrado pelo método 
precedente, cujo perímetro é assim um quadrado, multiplicando 
os três lados desse triângulo primitivo por um mesmo fator 
quadrado. 
Mas, há também triângulos secundários cujo perímetro é 
um número quadrado e que não são os múltiplos de um triângulo 
primitivo tendo a mesma propriedade. 
EXEMPLOS: 
  9 +  12  =   15                     2p =   6  
80 +150  = 170                     2p = 20 . 
Consideremos um triângulo primitivo qualquer a +b  = c  
tendo como números geradores x e y. 
Tem como perímetro 
2p = 2x(x+y). 
x2 = 98 
y2 = 71 
x1 = 98 
y1 = 23 
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Quando se multiplica os três lados de um triângulo por 
um mesmo fator q, seu perímetro também se multiplica por q. 
O novo triângulo assim obtido, a' +b'  = c' , tem como 
números geradores 
x' = x q   e    y' = y q , 
e seu perímetro 2p' é expresso por 
2p' = 2x'(x'+y') = 2qx(x+y) = 2∙p∙q. 
A cada par de valores x e y corresponderá uma infinidade 
de valores de q tais que 2p' seja um número quadrado 
2p' = 2p∙q = k . 
Decompomos, com efeito, o número p em seus fatores 
primos. 
Podemos escrever 2p sob a forma 
2p = l×m×n×.....×t×P . 
Os números l, m, n, ..., t são todos os fatores primos com 
expoentes ímpares que entram na composição do número 2p. O 
número P  é o produto de todos os fatores primos com os 
expoentes pares que entram na composição de 2p e também de 
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todos os fatores primos de expoente ímpar no mínimo igual a 3, 
mas tendo, no produto P , seu expoente diminuído por uma 
unidade. 
Se 2p é múltiplo de uma potência par de 2, todos os 
fatores l, m, n, ..., t são ímpares. 
Se 2p é múltiplo de uma potência ímpar de 2 , então, um 
dos fatores, l, é igual a 2. 
Em resumo, P  é o maior número quadrado que é divisor 
de 2p. 
Isso posto, o produto 2p∙q = 2p' será um quadrado se se 
tomar como valor de q um número da forma 
[l×m×n×.....×t]×ρ², 
sendo ρ um número inteiro qualquer. 
Conclui-se que: 
Todo triângulo primitivo pode dar um número indefinido 
de triângulos secundários tais que seu perímetro seja um 
número quadrado. 
O procedimento de determinação indicado acima dará, 
aliás, todas as soluções possíveis, posto que todo triângulo 
secundário deriva-se de um triângulo primitivo único pela 
multiplicação dos seus números geradores por q , e que os 
valores determinados para q pelas fórmulas precedentes dão 
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todos os valores que geram triângulos tais que seu perímetro 2p' 
seja um número quadrado. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — 1º Tomemos o menor 
triângulo primitivo 
3 +4  = 5 . 
Tem como perímetro  
2p = 12 = 2 ×3. 
Fazendo q = 3×n , sendo n um inteiro qualquer, ter-se-á 
2p' = 36×n  = (6n) . 
Para n = 1, tem-se q = 3, gerando o triângulo 
9 +12  = 15 . 
2º Tomemos o triângulo primitivo 
9 +40  = 41 . 
Tem como perímetro  
2p = 90 = 2×3 ×5. 
Pode-se atribuir à q os valores 2×5×n . 
Para n = 1, tem-se q = 10, gerando o triângulo 
90 +400  = 410 ,                2p' = 900 = 30 , 
etc., etc. 
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CAPÍTULO VII 
PROBLEMAS RELACIONADOS À ÁREA 
 
1 – Triângulos retângulos com a mesma área. – 
Formação de grupos de três triângulos. – A área de um 
triângulo retângulo em números inteiros é expressa em função 
dos números geradores pela relação 
S = xy(x²−y ). 
Pode-se formar tantos grupos quantos se quiser de três 
triângulos, tendo a mesma área, ao tomar dois números inteiros 
quaisquer m e n, com m > n, e compondo os seguintes valores: 
(1)                                    m +n  +mn = α 
(2)                                    n(2m+n) = β 
(3)                                    m²−n² = γ 
Observemos que sempre teremos, quaisquer que seja m e 
n,  
α > β 
α > γ 
β+γ > α. 
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Tomaremos, então, para números geradores x e y de três 
triângulos, os seguintes grupos de valores: 
                       x1 = α               x2 = α              x3 = β+γ 
                       y1 = β               y2 = γ              y3 = α 
Os triângulos assim obtidos terão os lados: 
a1 = α²−β²                a2 = α²−γ²              a3 = (β+γ)²−α² 
b1 = 2αβ                   b2 = 2αγ                b3 = 2α(β+γ) 
c1 = α²+β²                c2 = α²+γ²              a3 = (β+γ)²+α². 
Pode-se verificar facilmente que esses três triângulos têm 
a mesma área 
S = αβ(α²−β²) = αγ(α²−γ²) = α(β+γ)[(β+γ)²−α²] 
porque, expressando esses três valores de S em função dos 
números m e n, encontra-se, em cada caso, 
S = m∙n(m+n)(m−n)(2m+n)(m+2n)(m +n +mn) 
ou  
S = α∙β∙γ(β+γ). 
1º Pode-se limitar à procura desses grupos de três 
triângulos ao caso em que os números m e n são primos entre si. 
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Seja, com efeito, δ o máximo divisor comum de m e de n 
e sejam α, β, γ, os valores correspondentes dados pelas fórmulas 
(1), (2) e (3). 
Os números m' = 
δ
m  e n' = 
δ
n  são primos entre si, e a 
esses números correspondem os valores α', β', γ' que verificam 
as relações 
 .δ
γ'
γ
β'
β
α'
α     
Se a', b', c' forem os lados de um dos três triângulos 
obtidos pelos números m' e n', obter-se-á, portanto, o triângulo 
correspondente relativo à m e à n ao multiplicar a', b' e c' pelo 
fator δ4. 
2º Pode- se também descartar a investigação do caso em 
que a diferença m−n é um múltiplo de 3, posto que os 4 números 
geradores α, β, γ, β+γ, são divisíveis por 3. Os lados dos três 
triângulos correspondentes são divisíveis por 9, e o grupo é 
assim reconduzido a um grupo mais simples. 
Com efeito, seja 
m−n = 3t 
m = n +3t. 
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Expressando α, β e γ em função de n e de t, tem-se: 
α = 3(n +3tn+3t ) 
β = 3n(n+2t) 
γ = 3t(2n+3t). 
Os 4 números α, β, γ, β+γ, são, portanto, múltiplos de 3. 
Pomos agora 
t = ν 
n+t = μ 
donde 
n = μ−ν. 
Então, pode-se escrever: 
α = 3(μ²+ν²+μν) = 3α' 
β = 3(μ²−ν²)       = 3γ' 
γ = 3ν(2μ+ν)      = 3β' 
    β+γ =                     = 3(β'+γ'). 
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Assim, portanto, os valores α', β', γ' são os que ter-se-iam 
deduzido das fórmulas (1), (2) e (3) partindo dos números μ e ν, 
definidos pelas relações 
μ = 
3
2nm   
ν = .
3
nm   
Se os números m e n são primos entre si, o mesmo 
sempre acontece com os números μ e ν. Se, além disso, m−n é 
múltiplo de 3, a diferença μ−ν nunca será, posto que μ−ν = n e n 
não pode ser múltiplo de 3 ao mesmo tempo que m−n. 
A redução é, portanto, completa. 
Suporemos doravante que os números iniciais m e n são 
primos entre si e que sua diferença não é divisível por 3. 
O caso dos triângulos primitivos 
É interessante investigar se, com as hipóteses 
precedentes, obtém-se, nos grupos de três triângulos de mesma 
área, triângulos primitivos, e quantos? 
Estabeleceremos primeiramente que os dois números 
geradores de cada um dos três triângulos de um mesmo grupo 
são primos entre si. 
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Será suficiente, para isso, demonstrar que o número α é 
primo, separadamente, com β, com γ e com β+γ. 
Ora, m e n não podem ser ambos pares; α é sempre 
ímpar. Se, portanto, ele tem um divisor comum λ com um dos 
outros três números geradores, esse divisor λ é necessariamente 
ímpar. 
Se α e β são divisíveis por λ, sua diferença e sua soma 
também o são, a saber, 
α−β = m(m−n) 
α+β = (m+n)(m+2n). 
λ deve1, portanto, dividir ou m, ou m−n, e, além disso, 
deve dividir o produto (m+n)(m+2n). 
Se λ divide m, não pode dividir m+n sem dividir também 
n. Ele não pode dividir m+2n, porque dividiria também 2n e, em 
consequência, n. 
Se λ divide m−n, não pode dividir m+n, porque dividiria 
a soma 2m e a diferença 2n, ou seja, ao mesmo tempo m e n. Ele 
não pode dividir m+2n, porque dividiria também a diferença 
(m+2n)−(m−n) = 3n, 
                                                 
1 Nota dos Trad.: Estritamente falando, só poderá fazer essa dedução se O for primo. O 
raciocínio, porém, é válido para qualquer divisor primo de O. 
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e como ele não pode dividir n, seria necessário, então, que λ = 3, 
e temos eliminado esse caso. 
Assim, portanto, α e β são primos entre si. 
Uma discussão análoga estabelece, do mesmo modo, que 
α e γ são primos entre si. 
Enfim α é primo com β+γ, porque 
β+γ = m(m+2n). 
A expressão de β+γ não difere, portanto, da de β exceto 
pela permutação dos números m e n. 
Para que os números geradores dos três triângulos do 
mesmo grupo gerem triângulos primitivos, é necessário, não 
somente que sejam primos entre si, mas também que sejam de 
paridades diferentes.  
Como α é sempre ímpar, é necessário, portanto, que os 
outros três números sejam pares. 
Distinguiremos os seguintes três casos: 
m é par; então n é ímpar; 
m e n são ambos ímpares; 
m é ímpar; n é par. 
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a. − m é par; n é ímpar. Pode-se verificar que 
                              α é ímpar  
                              β é ímpar          Uma única solução primitiva: 
                              γ é ímpar                    x3 = β+γ 
                             β+γ é par                     y3 = α 
b. − m e n são ambos ímpares. 
                              α é ímpar  
                              β é ímpar          Uma única solução primitiva: 
                              γ é par                        x2 = α 
                              β+γ é ímpar               y2 = γ 
c. m é ímpar; n é par. 
                            α é ímpar  
                             β é par          Uma única solução primitiva: 
                             γ é ímpar                    x1 = α 
                             β+γ é ímpar                y1 = β 
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Assim, portanto, dos três triângulos de um mesmo grupo, 
sempre haverá um triângulo primitivo e apenas um. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS − 1º Os menores valores que se 
pode atribuir aos números iniciais m e n são m = 2, n = 1. Os três 
triângulos que resultam deles formam, portanto, o grupo dos três 
menores triângulos de mesma área assim determináveis. 
Enquadra-se no primeiro dos três casos examinados 
acima. Tem-se para os números geradores os seguintes valores: 
α = 7, β = 5, γ = 3, β+γ = 8. 
Os três triângulos correspondentes são: 
24 +  70  =   74  
40 +  42  =   58  
15 +112  = 113  (primitivo) 
O valor da área comum desses três triângulos é 
S = α∙β∙γ(β+γ) = 7×5×3×8 = 840. 
2º Se fizermos m = 3, n = 1, obteremos 
α = 13, β = 7, γ = 8, β+γ = 15, 
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donde os três triângulos 
                              120 +182  = 218                         Área comum: 
                              105 +208  = 233  (primitivo)       S = 10920. 
                                       56 +390  = 394  
3º Se fizermos m = 3, n = 2, obteremos 
α = 19, β = 16, γ = 5, β+γ = 21, 
donde os três triângulos 
                             105 +608  = 617  (primitivo)       Área comum: 
                             336 +190  = 386                            S = 31920. 
                                       80 +798  = 802  
Observação. – Pode-se obter também grupos de dois 
triângulos primitivos tendo a mesma área, por meio dos dois 
triângulos secundários fornecidos por cada um dos grupos de três 
triângulos de área igual obtidas pela lei de formação precedente, 
porque cada um desses dois triângulos secundários tem lados que 
são dobros dos de um triângulo primitivo, visto que os números 
geradores são dois números ímpares, primos entre si (ver 
Capítulo II). 
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Aos dois triângulos secundários de cada grupo 
correspondem, portanto, dois triângulos primitivos tendo a 
mesma área, igual ao quarto da área comum dos três triângulos 
do grupo. Poder-se-á, aliás, determinar diretamente esses pares 
de triângulos primitivos, ao tomar os números geradores: 
 
a. – Para m par, n ímpar: 
{
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b. – Para m ímpar, n ímpar: 
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EXEMPLOS NUMÉRICOS — 1º Para m = 2, n = 1, ter-se-á 
    x'1 = 6 
    y'1 = 1 
    x'2 = 5 
    y'2 = 2 
Esses dois triângulos têm a mesma área S' = 210. São os 
dois menores triângulos com áreas iguais. 
2º Para m = 3, n = 1, ter-se-á  
    x'1 = 10 
    y'1 = 3 
    x'2 = 14 
    y'2 = 1 
Esses dois triângulos têm a mesma área S' = 2730.  
3º Para m = 3, n = 2, ter-se-á  
    x'1 = 12 
    y'1 = 7 
donde o triângulo primitivo é 35 +12  = 37  
donde o triângulo primitivo é 21 +20  = 29  e 
donde o triângulo primitivo é 91 +60  = 109  
donde o triângulo primitivo é 195²+28  = 197  e 
donde o triângulo primitivo é 95 +168  = 193  
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    x'2 = 20 
    y'2 = 1 
Esses dois triângulos têm a mesma área S' = 7980.  
TEOREMA – O número S que expressa a área comum aos 
três triângulos obtidos com um par qualquer de valores iniciais 
m e n, sempre é um múltiplo do número 840, ou seja, do produto 
4×5×6×7. 
Será suficiente demonstrar que S sempre é divisível, ao 
mesmo tempo, pelos números 3, 5, 7 e 8. 
A expressão de S em função de m e n é (ver o início do 
presente capítulo): 
S = mn(m−n)(m+n)(2m+n)(m+2n)(m +mn+n ) 
Observemos que ela é simétrica, até no sinal, em m e n. 
Para a demonstração, suporemos, naturalmente, que 
nenhum dos dois números m ou n é múltiplo de um dos 4 fatores 
3, 5, 7, 8, porque senão, o teorema seria imediatamente 
estabelecido por esse fator. 
donde o triângulo primitivo é 399 +40  = 401  e 
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1º S é divisível por 3 – Com efeito, se dois números m e 
n não são, nem um nem outro, divisíveis por 3, ou sua soma ou 
sua diferença sempre é. 
2º S é divisível por 5 – Consideremos a expressão 
(m−n)(m+n)(2m+n)(m+2n), 
que é um divisor de S. Ao desenvolver esse produto, pode-se 
escrever 
2(m4−n4)+5mn(m²−n ). 
Se, portanto, nem m nem n são múltiplos de 5, para 
provar que S sempre o é, é suficiente estabelecer que m4−n4 é 
divisível por 5. 
Ora, todo número não múltiplo de 5 é de uma das 4 
formas 5q 1r ou 5q 2r . Seu quadrado é de uma das formas 5q'
1r ; sua quarta potência sempre é da forma única 5q''+1. 
Portanto, m4−n4 é, sob as hipóteses, sempre múltiplo de 5 
e, em consequência, S também. 
Observação — O número α = m +mn+n  jamais é 
múltiplo de 5 (exceto, naturalmente, se ambos m e n o são). 
Se um dos dois números iniciais, digamos m, é múltiplo 
de 5, m  e mn também o são, e como n não o é, e visto que n  é 
de uma das duas formas 5ρ 1r , α é da mesma forma que n . 
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Se nem m nem n são múltiplos de 5, pode haver dois 
casos diferentes: 
a. — m e n são do mesmo grupo de formas, a saber, 
ambos múltiplos de 5, 1r , ou ambos múltiplos de 5, 2r . 
Então, m +n² é de uma das duas formas 5ρ 2r , e mn é de uma 
das duas formas 5ρ' 1r . A soma α = m +n +mn, não pode, 
portanto, ser múltiplo de 5. 
b. — m e n pertencem a dois grupos diferentes, sendo um 
múltiplo de 5, 1r  e outro múltiplo de 5, 2r . Então, m +n  é 
múltiplo de 5, e como mn não o é, também α não pode sê-lo. 
3º S é divisível por 7 — Ao desenvolver a expressão de 
mn
S  de acordo com o polinômio ordenado conforme as 
potências decrescentes de m, obtém-se: 
mn
S  = 2m6+7m5n+7m4n2−7m2n4−7mn5−2n6, 
o que pode ser escrito  
mn
S  = 2(m6−n6)+7M. 
Se, portanto, nem m nem n são múltiplos de 7, para 
provar que S o é ainda assim, é suficiente estabelecer que m6−n6 
sempre o é. 
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Ora, o cubo de todo número inteiro não múltiplo de 7 
sempre é de uma das duas formas 7μ 1r . A 6ª potência é, 
portanto, sempre da forma única 7μ'+1. 
Portanto, sob essas hipóteses, m6−n6, sempre é múltiplo 
de 7 e, em consequência, S também o é. 
4º S é divisível por 8 — Vamos demonstrar que um dos 
três fatores β, γ, ou β+γ, sempre é múltiplo de 8. 
a. — m é par; n é ímpar — Vimos, então, que β e γ são 
ímpares. Estudaremos, portanto, a forma de β+γ: 
β+γ = m(m+2n). 
Pode-se, aliás, pôr 
m = 2μ 
n = 2ν+1 
donde  
β+γ = 4μ(μ+2ν+1). 
Se μ é par, 4μ é múltiplo de 8; portanto, β+γ também é. 
Se μ é ímpar, μ+2ν+1 é par; portanto, β+γ é novamente 
múltiplo de 8. 
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b. — m e n são ambos ímpares — Então, é γ que é 
múltiplo de 8, porque 
γ = m²−n² = (2μ+1)²−(2ν+1)² = 4μ(μ+1)−4ν(ν+1). 
c. — m é ímpar; n é par — Então, é β que é múltiplo de 
8. 
β = n(2m+n). 
A demonstração seria absolutamente análoga à do 
primeiro caso (a), visto que a expressão de β só difere da de β+γ 
pela permutação dos números m e n. 
Observação — Se m e n são primos entre si, e se m−n 
não é múltiplo de 3, o número 
α = m +mn+n  
sempre é da forma 6μ+1. 
Já temos estabelecido que α é sempre ímpar. Será 
suficiente, portanto, demonstrar que α−1 é sempre múltiplo de 3. 
Pode-se escrever 
α = (m−n) +3mn. 
Posto que m−n não é múltiplo de 3, pode-se escrever 
m−n = 3π 1r ; então (m−n)² = 3ρ+1. 
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Portanto, 
α = 3(ρ+mn)+1 
ou  
α−1 = múltiplo de 3. 
2. Problema geral: Procurar n triângulos retângulos 
tendo a mesma área — Até Fermat (1601-1665), acreditava 
que é impossível formar grupos com mais de três triângulos 
retângulos em números inteiros com áreas iguais. 
Em suas ‹‹Observações sobre Diofanto››, o célebre 
matemático francês, indica um procedimento que permite 
encontrar tantos triângulos que se quer tendo a mesma área. 
Eis o método de Fermat: 
Seja T um triângulo primitivo, tendo x e y como números 
geradores. Tem-se as relações: 
a = x –y  
b = 2xy 
c = x +y  
S = 
2
ab = xy(x –y ). 
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Formamos outro triângulo, tomando os lados a e b do 
triângulo T como os números geradores. Os lados do novo 
triângulo serão: 
d = r (a –b ) 
e = 2ab 
f = c . 
Tomamos, enfim, como números geradores de um novo 
triângulo, os números f e e, isto é, a hipotenusa e o lado par do 
triângulo precedente: 
X = c  = a +b  
   Y = 2ab. 
O triângulo assim obtido será novamente primitivo, e 
seus lados serão: 
A = c4−4a2b2 = (a2−b2)  
B = 4abc  
C = c4+4a2b2. 
Pomos 
           D = 2c(a2−b2)       se a > b 
                      ou           D = 2c(b2−a2)       se a < b 
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e consideramos o triângulo T1 tendo como lados 
a1 = D
A ,          b1 = D
B ,          c1 = D
C . 
A expressão2 para a área do triângulo T1 será 
   
  
   
     
       ) 
         ) 
   
 
  . 
Os dois triângulos T e T1 têm a mesma área, mas os 
lados do triângulo T1 não são expressos por números inteiros, 
pois têm como medidas quocientes, por um mesmo divisor D, de 
três números primos entre si. 
Mas, multiplicando os lados dos dois triângulos T e T1 
por D, obtém-se dois triângulos 
a.D    b.D    c.D 
                                   e      A      B       C 
cujos lados são números inteiros, e que têm a mesma área, igual 
a D ×S. 
Esses dois triângulos de áreas iguais serão, aliás, sempre 
diferentes de forma, ou seja, eles jamais serão idênticos, posto 
que o segundo (A, B, C) é um triângulo primitivo e o primeiro 
(aD, bD, cD) provém de um triângulo primitivo diferente (a, b, 
c); ora, dois triângulos primitivos jamais podem ser 
semelhantes. 
                                                 
2 Nota dos Trad.: No original há    
  
  
. 
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Então, todos os pares de triângulos tendo como lados, 
respectivamente, múltiplos, de um mesmo fator inteiro, os lados 
de dois triângulos (A, B, C) e (aD, bD, cD), serão constituídos 
por dois triângulos de mesma área e sempre diferentes de forma, 
visto que serão semelhantes a dois triângulos primitivos 
diferentes. 
Se agora, operar-se sobre o triângulo T1 como se fez com 
o triângulo T, isto é, se formar-se um novo triângulo tomando  
X1 = 21c = D 
 C  
Y1 = 2a1b1 = D 
2AB  
como números geradores, determinar-se-á, de uma forma 
análoga, um triângulo T2, que terá a mesma área S que os 
triângulos T e T1, e que será de forma diferente. 
Pode-se operar sobre o triângulo T2 como se fez com os 
triângulos T e T1 e obter um novo triângulo T3, de mesma área, e 
assim indefinidamente. 
O triângulo de partida T, apenas, terá seus lados 
expressos por números inteiros. Todos os outros triângulos de 
área igual, T1, T2, T3, ..., terão seus lados expressos por números 
fracionários, mas como sempre serão racionais, pode-se sempre 
encontrar múltiplos comuns de todos esses triângulos, e os 
novos lados serão, então, todos expressos por números inteiros. 
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Todos esses novos triângulos em números inteiros terão a 
mesma área e serão de diferentes formas, e pode-se obter tanto 
quanto quiser. 
Consideraremos agora um grupo de três triângulos em 
números inteiros, com áreas iguais, obtidos pelo método que 
expusemos no início do presente capítulo. 
Sejam t1, t2, t3, esses três triângulos e S sua área. 
Tomamos, por exemplo, o triângulo t1 cujos lados são a1, 
b1, c1, e compomos com seus elementos, pelo método de Fermat, 
o triângulo T1 que terá como lados 
1
1
D
A , 
1
1
D
B , 
1
1
D
C , 
com os seguintes valores: 
A1 = ( 21a − 21b )  
B1 = 4a1b1 21c  
C1 =    +4
2
1a 21b  
D1 = 2c1( 21a − 21b ), ou D1 = 2c1( 21b − 21a ). 
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Sabemos que o triângulo T1 também terá S como área. 
Em consequência, os 4 triângulos seguintes, têm números 
inteiros para seus lados: 
a1D1,    b1D1,    c1D1 
a2D1,    b2D1,    c2D1 
a3D1,    b3D1,    c3D1 
                                       A1,        B1,       C1 
e terão como área o mesmo número 21D ×S.  
Cada um dos três triângulos de mesma área pertence a 
um mesmo grupo t1, t2, t3 e assim poderá gerar um novo grupo 
de 4 triângulos de mesma área, cujos lados serão todos 
expressos por números inteiros. 
Cada grupo de três triângulos t gerará, portanto, 3 grupos 
novos contendo 4 triângulos em números inteiros, de área igual 
à 21D ×S para o primeiro grupo novo, à 
2
2D ×S para o segundo, e 
à 23D ×S para o terceiro. 
EXEMPLO NUMÉRICO — Tomemos o grupo dos três 
triângulos t que correspondem aos menores valores dos números 
iniciais m e n, a saber, m = 2, n = 1. Havíamos o encontrado 
anteriormente: 
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                                   t1)   40     42    58 
                                   t2)   24     70     74      Área comum: 
                                   t3)   15   112   113        S = 840. 
Se começarmos com triângulo t1, o valor de D1 será 
D1 = 2×58×[42²−40²] = 19024. 
Ao calcular os valores correspondentes de A1, B1, C1, 
encontra-se as expressões dos lados do triângulo T1, após a 
simplificação3: 
T1)  1189
1681     
1189
1412880    
1189
1412881 . 
Este triângulo T1 tem a mesma área S = 840 que os três 
triângulos t1, t2, t3. Se, portanto, multiplica-se os lados desses 4 
triângulos pelo fator 1189, obtém-se 4 triângulos em números 
inteiros, tendo a mesma área ∑ = 840×11892, a saber, 
a              b               c 
47560       49938       68962 
28536       83230       87986         [1189 = 29×41] 
17835     133168     134357             ∑ = 1187525640 
1681     1412880    1412881 (primitivo). 
                                                 
3 Nota dos Trad.: Isto é, D1 = 19024 = 161189. O 16 pode ser cancelado de cada 
fração. 
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Operando sobre um dos novos grupos de 4 triângulos de 
uma forma análoga aquela que permitiu encontrar o 4o, vê-se que 
é possível formar um grupo de 5 triângulos de mesma área, etc., 
etc. 
O procedimento de Fermat nos permite, portanto, 
encontrar n triângulos em números inteiros tendo a mesma área, 
qualquer que seja o valor de n. Praticamente, essa investigação é 
necessariamente limitada, porque seria muito trabalhoso para um 
valor muito grande de n, pois os números que expressam os lados 
dos triângulos obtidos crescem rapidamente com o valor de n. 
 
FRENICLE, contemporâneo e amigo de Fermat, registrou, 
em seu ‹‹Tratado sobre triângulos retângulos em números››4, 
vários grupos de triângulos com a mesma área. 
– Entre os grupos dos 4 triângulos com áreas iguais, ele 
indicou como sendo aquele que corresponde ao menor valor da 
área comum, o seguinte grupo: 
                                                 
4 Nota dos Trad.: O Traité des Triangles rectangles en Nombres de  foi publicado 
postumamente em 1676 e reimpresso em 1677. Foi acrescentada à referida 
reimpressão uma ―Segunda Parte‖ contendo o material citado por Bahier. Uma 
tradução da edição original compõe Volume 6 do presente Arquivo. O Traité todo é 
disponível em Mémoires de L’Academie Royale des Sciences (Depuis 1666 jusqu’à 
1699; Tome V), Paris, 1729. 
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p)   111    6160    6161 
p)   231    2960    2969        Área comum: S = 341880 
280    2442    2458             341880 = 23×3×5×7×11×37 
518    1320    1418                          = 840×407. 
Os dois primeiros triângulos desse grupo são primitivos. Seus 
números geradores são respectivamente: 
                      x1 = 56 = 23×7                     x2 = 40 = 23×5 
                    y1 = 55 = 5×11                     y2 = 37 
Os dois outros triângulos são os dobros dos dois triângulos 
primitivos tendo como números geradores respectivamente: 
                       x3 = 35 = 5×7                       x4 = 22 = 2×11 
                     y3 =   2                                  y4 = 15 = 3×5. 
– Frenicle citou também os três menores triângulos 
primitivos tendo a mesma área. Seus números geradores são 
respectivamente: 
x1 = 138 = 2×3×23      x2 = 77 = 7×11     x3 = 78 = 2×3×13 
 y1 = 5                          y2 = 38 = 2×19     y3 = 55 = 5×11   
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Os valores dos lados dos triângulos correspondentes são:  
                t1) 19019   1380   19069 
                t2)   4485   5852     7373  Área comum: S = 13123110 
                 t3)   3059   8580     9109  S = 
2×3×5×7×11×13×19×23. 
[É notável que a área desses três triângulos primitivos é 
igual ao produto dos números primos sucessivos até 23, exceto o 
número 17]. 
— O menor valor de S correspondendo aos grupos de 5 
triângulos de mesma área é, segundo Frenicle, 
S = 73513440 = 25×3 ×5×7×11×13×17. 
Os valores dos lados desses 5 triângulos são: 
2805      52416       52491 
3168      46410       46518 
5236      28080       28564 
6006      24480       25206 
8580      17136       19164 
Esses 5 triângulos são todos secundários. Frenicle 
acrescentou que se correspondesse um triângulo primitivo a esse 
valor de S, ter-se-ia 6 triângulos de área S. 
— Enfim, o mesmo autor citou um grupo de 6 triângulos 
tendo a mesma área, e que são primos entre si, ou seja, que eles 
não são múltiplos de 4, de 5 ou de 6 outros triângulos. 
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Eis a tabela dos valores dos três lados desses 6 
triângulos5: 
187188440373958       157331828456607840     157331939812015558 
1986023696650530       14828976934990624       14961378514767326 
3177637914640848        9268110584369140          9797716903475948 
3868273182124726         7613397038778720         8539751277503926 
5296063191068080         5560866350621484         7679291627048716 
7217057793226513          4080707184805440        8290844005220113 
Área comum: S = 14725349794987762583672877315360. 
É, assim, um número de 32 algarismos. 
Decompondo-o nos seus fatores primos, verifiquei que: 
S = 25×3×5×7×[23×29×37×41×47×97×113×127]  
 
 
                                                 
5 Nota dos Trad.: No original, há 14829876934990624 na segunda coluna da segunda 
linha. Aparece da mesma forma no Traité de Frenicle (ver nota 4 do presente 
capítulo). 
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3. Problema: Encontrar três triângulos retângulos em 
números inteiros cujas áreas são os lados de um quarto 
triângulo retângulo. — Esse problema interessante também foi 
resolvido por Fermat. 
Fermat deu primeiramente o método para formar dois 
triângulos tais que suas áreas sejam em uma dada razão 
S
R . 
Ele indicou, como números geradores de 4 grupos diferentes de 
dois triângulos, os seguintes valores: 
                         1º:       x = 2R+S                    x1 = R+2S 
                                    y = R−S                      y1 = R−S 
É necessário, então, ter: 
R > S   ou   
S
R  > 1 
                         2º:       x = R+S                      x1 = R+S 
                                    y = 2R−S                    y1 = 2S−R 
É necessário, então, ter: 
R < 2S < 4R, ou 
2
1  < 
S
R  < 2 
com 
com 
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                        3º:       x = 6R                        x1 = 4R+S 
                                   y = 2R−S                    y1 = 4R−2S 
É necessário, então, ter: 
2R > S, ou 
S
R  > 
2
1  
                     4º:       x (ou y) = R+4S                  x1 (ou y1) = 6S 
                               y (ou x)= 2R−4S                  y1(ou x1)  = R−2S 
É necessário, então, ter: 
R > 2S, ou 
S
R  > 2. 
Pode-se verificar facilmente que, para esses 4 grupos de 
determinações de x e de y, de x1 e de y1, tem-se sempre 
11ba
ab =  

)(
 ) (
2
1
2
111 yxyx
yxxy
S
R . 
No primeiro grupo, por exemplo, tem-se as relações 
x1 = x−y 
y1 = y 
       x1+y1 = x 
       x1−y1 = 3S 
      x+y = 3R,  etc., etc. 
com 
com 
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Como sempre podemos supor R ≥ S , ou
S
R  ≥ 1, vemos 
que: 
– Se 
S
R  = 1, obtém-se, ao tomar os 2º e 3º grupos, dois 
pares de triângulos tendo a mesma área; mas, sendo os dois 
triângulos do 2º grupo idênticos, obtém-se, de fato, apenas os 
dois triângulos do 3º grupo. 
Para R = S = 1, reencontra-se os dois triângulos 
primitivos de áreas iguais obtidas pelos números geradores 
                                     x = 6                      x1 = 5 
                                        y = 1                       y1 = 2. 
– Se 
S
R  é compreendido entre 1 e 2, ou seja, se tem 
1 < 
S
R  < 2, 
cada um dos três grupos 1º, 2º, e 3º dará um par de triângulos. 
– Se 
S
R  = 2, apenas obtém-se soluções nos 1º e 3º 
grupos. 
– Se, enfim, 
S
R  > 2, os três grupos 1º, 3º e 4º dão 
soluções. 
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Fermat propôs, então, o seguinte problema: Encontrar 
três triângulos retângulos cujas áreas sejam proporcionais à 
três números dados, tais que a soma de dois desses números 
seja igual à 4 vezes o terceiro número. 
Sejam R, S, T, os três números dados, tais que 
(1)                                          R+T = 4S 
Suporemos R > T. Então, ter-se-á, necessariamente, 
R > 2S        ou       
S
R  > 2 
                   e             T < 2S        ou        
T
S  > 
2
1 . 
Formamos agora os três triângulos tendo os seguintes 
valores como números geradores: 
                          x = R+4S                x1 = 6S           x2 = 4S+T 
                          y = 2R−4S              y1 = R−2S       y2 = 4S−2T. 
Se levarmos em conta a relação (1), poderemos escrever 
                                     x = 2R+T                    x2 = R+2T 
                                     y = R−T                      y2 = R−T. 
As áreas desses dois triângulos (1º grupo) estarão na 
razão 
T
R  > 1 (ver o início da presente seção). 
e 
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Do mesmo modo, os triângulos (x, y) e (x1, y1) terão suas 
áreas na razão 
S
R  > 2 (4º grupo). 
Enfim, se observarmos que o número y1 pode ser escrito, 
em virtude da relação (1), como 
y1 = 2S−T, 
veremos que os triângulos (x1, y1) e (x2, y2) terão suas áreas na 
razão 
T
S  > 
2
1  (3º grupo). 
Essas considerações preliminares nos permitem, então, 
resolver o problema: Encontrar três triângulos retângulos em 
números inteiros cujas áreas sejam os lados de um quarto 
triângulo retângulo. 
Para isso, basta tomar para R, S, T, os três lados de um 
triângulo retângulo em números inteiros, escolhido de modo que 
se tenha a relação (1) 
R+T = 4S. 
Ora, o triângulo primitivo 8, 15, 17 responde precisamente a 
essa condição, porque tém-se 
17+15 = 4×8. 
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Far-se-á, portanto, nas expressões dos números geradores 
(x, y), (x1, y1), (x2, y2): 
R = 17, S = 8, T = 15, 
o que dá 
                          x = 49                x1 = 48                  x2 = 47 
                          y = 2                  y1 = 1                    y2 = 2. 
Obtém-se assim, os três triângulos primitivos: 
                           2397     196    2405     Área = 234906 
                           2303       96    2305     Área = 110544 
                           2205     188    2213     Área = 207270 
e pode verificar-se que se tem: 
234906 = 17×13818 
110544 =   8×13818    [13818 = 2×3×7 ×47] 
207270 = 15×13818. 
As áreas dos três triângulos formam, portanto, os três lados de 
um triângulo retângulo.  
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CAPÍTULO VIII 
PROBLEMAS DIVERSOS 
 
1º PROBLEMA. — Encontrar n números tais que, se ao 
quadrado de cada um desses números adiciona-se ou 
subtrai-se a soma de todos esses números, sempre se obtém 
um número quadrado. 
A solução desse problema deriva imediatamente daquela 
ao qual Fermat deu a solução e que estudamos acima (seção 2 
do capítulo anterior): Encontrar n triângulos retângulos em 
números inteiros tendo a mesma área. 
Consideremos, com efeito, n triângulos retângulos em 
números inteiros, de mesma área S. 
Sejam c1, c2, ....., cp, ....., cn suas hipotenusas. 
Sempre se tem as relações: 
.ba
bac
pp
ppp
2S4
222
 
 
 
Deduz-se: 
) .(S4
) (S4
2
2
ppp
ppp
bac
bac
 
 
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Disto resulta que os n números fracionários da forma 
4S
N 1¦ 
n
p
p
cc
 
respondem às condições do problema. 
Tem-se, com efeito, 
M
4S
] [
N 1
1
  ¦¦
n
n c  
em seguida: 
)  (K]S4[
[4S]
] [
MN 22
12
ppp
n
p bac
c
   ¦  
e 
)  (KMN2 ppp ba   . 
 
2º PROBLEMA. — Triângulos retângulos tais que a 
soma da área e de um dos lados seja um número quadrado. 
Seja a +b  = c  um triângulo retângulo em números 
inteiros.  
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Para distinguir nitidamente um cateto do outro, 
convencionaremos que a sempre será o lado que é ímpar no 
triângulo considerado, ou que corresponde ao lado ímpar no 
triângulo primitivo do qual o dado triângulo é derivado. 
Em consequência, b sempre será o lado correspondente 
ao lado par do triângulo primitivo semelhante ao dado triângulo. 
Propomo-nos, então, investigar as soluções dos seguintes 
três problemas, traduzidos pelas relações 
 γ
2
 β
2
 α
2
 
 
 
cab
bab
aab
 
para valores inteiros de α, β, γ. 
 
Método comum aos três casos 
Pode-se, a partir de um mesmo triângulo retângulo em 
números inteiros, obter uma solução secundária para cada um 
dos três casos do presente problema. 
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Escolhemos, com efeito, um triângulo (a, b, c) para o 
qual se tem a relação 
(1)                                      1
2
kab    
ou seja, tal que se adicionar-se uma unidade ao número que 
expressa a área, obter-se-á um número quadrado. 
[Estabeleceremos mais adiante, que tais triângulos 
existem em número ilimitado]. 
1º Se multiplicarmos os três lados desse triângulo por a, 
obteremos um triângulo (a1, b1, c1) tal que 
a1 = a               b1 = ab. 
Nesse novo triângulo, tem-se a relação 
 α  1
2
 
2 1
11   ¸
¹
·¨
©
§   kaabaaba . 
2º Da mesma forma, se multiplicarmos os três lados do 
triângulo (a, b, c) por b, obteremos um triângulo (a2, b2, c2) tal 
que 
 β  1
2
 
2 2
22   ¸
¹
·¨
©
§   kbabbbba . 
3º Enfim, se multiplicarmos os três lados do triângulo (a, 
b, c) por c, obteremos um novo triângulo (a3, b3, c3) tal que 
 γ  1
2
 
2 3
33   ¸
¹
·¨
©
§   kcabccba . 
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Propomo-nos, portanto, encontrar os triângulos 
retângulos que satisfazem à relação (1). 
Se x e y são os números geradores de um desses 
triângulos, pode-se escrever 
 
 
De outra parte, sendo o produto 
2
ab  sempre múltiplo de 
6 (ver o primeiro capítulo), o número k deve sempre ser um 
número ímpar, múltiplo de 3, r 1 e, em consequência, da forma 
6pr 1. A relação (1) pode ser escrita 
xy(x−y)(x+y) = k²−1 
ou 
2)                         x'y'(x'−y')(x'+y') = 
 
)13(12
q
pp r . 
Essa é uma equação indeterminada a ser resolvida para 
os valores inteiros de p, q, x' e y'. 
A seguinte Tábua1 apresenta os primeiros valores de k, 
com os valores correspondentes de x, y, a, b e c: 
 1
2
kab    
                                                 
1 Nota dos Trad.: Para os valores correspondentes de p e q, ver o nosso ensaio 
introdutório. 
x = x'  
y = y'
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x y a b c k Observações 
2 2  2  6 8 10 5 
3 2  2 2  10 24 26 11 
8 7 15 112 113 29 
5 2  2 2  42 40 58 29 
6 2  2  70 24 74 29 
8 2 60 32 68 31 
9 8 17 144 145 35 
4 5  2 5  60 80 100 49 
4 6  3 6  42 144 150 55  
8 2  5 2  78 160 178 79  
6 6  5 6  66 360 366 109  
8 3  3 3  165 144 219 109  
13 2  2 2  330 104 346 131  
15 8 161 240 289 139  
mesma área 
primitivo 
mesma área 
primitivo 
primitivo 
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10 3  8 3  108 480 492 161  
12 2  5 2  238 240 338 169  
13 2  8 2  210 416 466 209  
20 6 364 240 436 209  
28 2 780 112 784 209  
17 2  3 2  560 204 596 239  
7 10  2 10  450 280 530 251  
36 2 1292 144 1300 305  
56 1 3135 112 3137 419  
..... ..... ..... ..... ..... .....  
 
 
 
 
 
mesma área 
primitivo 
primitivo 
primitivo 
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Caso particular de q = 2. — A relação (2) então se torna 
x'y'(x'²−y' ) = 3p(3pr 1). 
O segundo membro é sempre o produto de dois números 
inteiros consecutivos dos quais um é múltiplo de 3. Pode-se, 
portanto, escrever 
x'y'(x'²−y'²) = π(π+1) 
e um dos dois números, π ou π+1, será um múltiplo de 3. 
Consideraremos agora a sequência fundamental de 
FIBONACCI (ver Capítulo V), cujos primeiros termos são: 
 
 
Entre três termos consecutivos, existe a relação de 
recorrência 
un+1 = un+un−1 
que, com os valores iniciais 
u0 = 0,         u1 = 1, 
define essa sequência. 
Índices: 
 
Termos: 
0   1   2   3   4   5   6     7    8     9    10   11     12 
 
0   1   1   2   3   5   8   13   21   34   55   89   144   .... 
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Havíamos estabelecido que, entre dois termos 
consecutivos, tem-se a relação 
n
nnnn uuuu )1(122 1    . 
Os dois números 22 1 nn uu   e nn uu 1  são, portanto, 
sempre dois inteiros consecutivos e um dos dois é sempre 
múltiplo de 3. 
Se, portanto, põe-se 
x' = 1nu  
y' = nu , 
corresponderá, a todo par de valores x' e y', um valor de π para o 
qual ter-se-á 
x'y'(x'²−y'²) = π(π+1). 
Cada par de valores x' e y' gerará, portanto, um triângulo 
(a, b, c) tendo como números geradores 
x' = 1nu 2  
y' = nu 2  
e tal que ter-se-á 
] )1(2[ 1
2 1
n
nn uuk
ab     . 
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Como a sequência de Fibonacci é ilimitada, haverá um 
número ilimitado desses triângulos. 
Observações. — Os menores valores possíveis para x e y 
são 
.22
222
2
3
  
  
uy
ux
 
2º Na sequência de Fibonacci, dois termos consecutivos 
são primos entre si; além disso, os termos cujos índices são 
múltiplos de 3 são números pares; os outros termos são números 
ímpares. Os termos pares são alternadamente simplesmente 
pares e duplamente pares. 
A partir disso, dois casos se apresentam: dois termos 
consecutivos são de paridades diferentes ou, então, ambos são 
ímpares. 
No primeiro caso, os lados do triângulo (a, b, c) são os 
dobros dos lados do triângulo primitivo que tem como números 
geradores os dois termos consecutivos un+1 e un. 
No segundo caso, (un e un+1 ímpares), os lados do 
triângulo (a, b, c) são os dobros dos lados do triângulo 
secundário ¸
¹
·¨
©
§
2
,
2
,
2
cba  cujos números geradores são 1nu  e nu , 
mas, nesse último triângulo, o lado 
2
b
 é dobro do cateto ímpar 
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do triângulo primitivo correspondente, e o lado 
2
a  é o dobro do 
lado par desse mesmo triângulo primitivo. Este tem, aliás, como 
números geradores  
22
11    nnn uuu  
e 
22
11    nnn uuu . 
Os números 1nu e 2nu  são os dois termos pares 
sucessivos da sequência de Fibonacci entre os quais se tem os 
dois termos ímpares un e un+1. 
Em resumo, dois termos consecutivos quaisquer da 
sequência fundamental de Fibonacci, tomados como geradores, 
podem servir para determinar um triângulo tal que 
(1)                                     1
2
kab   . 
— Se esses dois termos são de paridades diferentes, ou 
seja, de formas u3v−1 e u3v, ou u3v e u3v+1, eles geram um 
triângulo primitivo, e o triângulo secundário tendo lados dobros 
desses satisfazem a propriedade (1). 
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— Se os termos consecutivos escolhidos são ambos 
ímpares, ou seja, de formas u3v+1 e u3v+2, podem ser substituídos 
pelos dois termos pares u3v e u3v+3, entre os quais eles se situam, 
e então se pode tomar os últimos como os números geradores de 
um triângulo secundário (a, b, c) que satisfará à relação (1). 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — Tomando 
x = u6 = 8 
y = u3 = 2 
obteremos o triângulo 
 
                                                               com k = 31. 
Se se toma 
x = u9 = 34 
y = u6 = 8 
obteremos o triângulo 
                                                                  com k = 545, 
etc., etc. 
a = 60 
b = 32 
a = 1092 
b = 544 
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3º Se se levar em conta que a área de um triângulo 
retângulo se expressa, em função dos números geradores, pela 
fórmula 
S = xy(x²−y ) 
e que, se se tomar como valores de x e y 
x = 1nu 2  
y = nu 2 , 
nu  e 1nu , sendo dois termos consecutivos da sequência de 
Fibonacci, ter-se-á, para o valor de S+1, um número quadrado, e 
será fácil de verificar que ter-se-á também 
S = 2114   nnnn uuuu  
donde deduz-se a seguinte propriedade: 
O produto de 4 termos consecutivos da sequência de 
Fibonacci, multiplicado por 4, dá um número tal que, se se 
acrescentar uma unidade, sempre se obtém um quadrado. 
[Essa propriedade não é, aliás, mais do que um caso 
particular de um teorema geral demonstrado acima, no Capítulo 
V]: 
Tem-se 
2114   nnnn uuuu +1 = [2un∙un+1+(−1)n] . 
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4º As soluções, em número ilimitado, que se pode assim 
obter, do problema  1
2
kab   , por meio da sequência de 
Fibonacci, no caso de q = 2, não são, aliás, as únicas possíveis. 
A relação 
x'y'(x'²−y'²) = π(π+1) 
inclui outras soluções em números inteiros. 
EXEMPLOS. — Para y' = 1, pode-se tomar 
x' = 6, então π = 14. 
Para y' = 2, pode-se tomar 
      x' = 5, então2 π = 14 
ou  x' = 13, então π = 65. 
Para y' = 3, pode-se tomar 
x' = 17, então π = 119. 
Para y' = 5, pode-se tomar 
x' = 12, então π = 84, 
etc., etc. 
 
                                                 
2 Nota dos Trad.: No texto original há S = 15. De fato, S+1 = 15. 
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Métodos particulares para cada um dos três casos 
Além das soluções que se pode obter para os três casos 
do 2º Problema que estamos estudando, a partir de um triângulo 
(a, b, c) tal que se tem  1
2
kab   , existe outras soluções que se 
pode determinar por métodos particulares a cada um dos três 
casos e, em particular, soluções primitivas para os dois casos 
 α
2
  aab  
 γ
2
  cab . 
Propomo-nos indicar alguns. 
 (1)                               I.      α
2
  aab  
Se x e y são os números geradores do triângulo, sua 
forma mais geral é 
x = m q  
y = n q  
sendo q um número inteiro que se supõe não quadrado e não 
tendo divisor quadrado algum. 
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A relação (1) se torna 
(1bis)                          q(m−n)(m+n)(qmn+1) = α². 
1º Suporemos inicialmente que q = 1.  
Se se toma, então, n = y = 1, a relação (1bis) se simplifica 
e se escreve 
(x²−1)(x+1) = α² 
ou 
(x−1)(x+1)² = α². 
Para todo valor de x igual à μ²+1, sendo μ um número 
inteiro qualquer, ter-se-á uma solução, com 
α = μ(μ²+2). 
Se μ é ímpar, o triângulo obtido é primitivo. Pode-se, 
portanto, obter um número ilimitado de triângulos primitivos 
tomando como números geradores 
x = (2p+1) +1 
y = 1 
e se tem cada vez: 
α = (2p+1)(4p +4p+3). 
sendo p um número inteiro qualquer, que pode, aliás, ser nulo. 
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Para p = 0, tem-se 
x = 2 
y = 1 
O triângulo correspondente é o menor triângulo 
retângulo em números inteiros: 3, 4, 5. 
Se μ é um número par, x é ímpar e o triângulo 
correspondente é secundário. Seus lados são os dobros dos de 
um triângulo primitivo (a', b', c'), tendo como geradores os dois 
números consecutivos 
x' = 1
2
 μ
2
  yx  
y' = 
2
 μ
2
  yx . 
Mas, o cateto a do triângulo secundário (x, y) é o dobro 
do lado par b' do triângulo primitivo (x', y'), e o lado b é o dobro 
do lado ímpar a'. 
Portanto, em virtude da convenção feita no início do 
estudo do 2º Problema para distinguir os catetos a e b, somos 
conduzidos ao segundo caso, a saber,  β
2
 bab , que 
estudaremos mais adiante. 
α = 3. 
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Assim, consideramos, como o primeiro caso, somente as 
soluções, todas primitivas, obtidas com os valores ímpares de μ. 
2º Supondo sempre q = 1, retomamos a condição (1bis), 
que então se escreve  
(x²−y )(xy+1) = α² 
e pomos  
(2)                                  x²−y  = xy+1 = α 
Todo par de valores de x e y satisfazendo a essa relação 
(2) dará uma solução.  
Havíamos estabelecido que entre dois termos 
consecutivos da sequência fundamental de Fibonacci, existe a 
relação 
.)1(22 1
22
1
m
mmmm uuuu     
Se m é par, igual à 2n, tem-se 
(3)                          .1212
2
2
2
12    nnnn uuuu  
As relações (2) e (3) são também de formas idênticas. 
Conclui-se, que será suficiente, para satisfazer à relação (2), 
tomar, como valor de y, um termo de índice par da sequência de 
Fibonacci e, como valor correspondente de x, o termo seguinte. 
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Se lembremos que, nessa sequência, os termos, cujo 
índice de ordem é múltiplo de 3, são números pares, e todos os 
outros números ímpares, constataremos que os pares sucessivos 
de valores obtidos para y e para x são compostos: ou de um 
número par associado à um número ímpar, se 2n ou 2n+1 é 
múltiplo de 3; ou ainda de dois números ímpares se é 2n−1 que é 
múltiplo de 3. 
Como, de outra parte, dois termos consecutivos da 
sequência são primos entre si, sempre se obtém, no primeiro 
caso, triângulos primitivos para os quais se terá a relação  
(4)                                   ' '
2
'' aaba   . 
No segundo caso, obtém-se triângulos secundários para 
os quais se terá 
(5)                                  ' '
2
'' bbba   , 
em virtude da convenção feita para distinguir os catetos. 
Observação. — Vimos acima, durante a investigação das 
soluções, que a sequência de Fibonacci pode dar ao problema 
 1
2
kab   , que os dobros dos triângulos obtidos, ao tomar dois 
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termos consecutivos da referida sequência como geradores, 
satisfazem essa última relação. 
Podemos verificar essa propriedade mediante as relações 
(4) e (5): 
A relação (4) se escreve, com efeito, 
b' = 2(a'−1). 
Se, portanto, põe-se 
a = 2a' 
b = 2b' 
tem-se 
.) 1'2(1''21
2
2
1kaba
ab      
A relação (5) se escreve: 
a' = 2(b'−1) 
e essa vez se tem: 
.) 1'2(1''21 22kbbaa
ab      
3º Sempre supondo q = 1, pode-se obter um novo grupo, 
também ilimitado, de soluções do mesmo problema 
 α
2
  aab  
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tomando, como números geradores, 
x = (2p+1)²+1 = μ²+1 
y = (2p+1)²−1 = μ²−1 
sendo p um número inteiro qualquer. 
Todas as soluções assim obtidas são secundárias. Tem-se 
sucessivamente: 
a = 4(2p+1)² = 4μ² 
b = 2[(2p+1)4−1] = 2(μ4−1) 
onde 
α = 2[2p+1]3 = 2μ³. 
Como μ é ímpar, o lado a = 4μ² é o que corresponde ao 
cateto ímpar no triângulo primitivo; disso, pode-se deduzir o 
triângulo (a, b, c). Deve-se, portanto, aceitar toda solução dada 
para um valor ímpar de μ. 
Se, supondo ao contrário, μ for par, igual à 2v, toma-se 
como números geradores 
x = 4ν +1 
y = 4ν²−1. 
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Ter-se-á assim dois números ímpares consecutivos que darão 
um triângulo tendo seus lados os dobros dos lados do triângulo 
primitivo (a', b', c') cujos geradores são 
x' = 4ν² 
y' = 1. 
Mas, por conta das relações 
a = 2b' 
b = 2a', 
somos conduzidos essa vez ao segundo caso 
 .β
2
 bab  
4º Há também triângulos retângulos em números inteiros 
tais que se tem 
 ,α
2
  aab  
e cujos números geradores não são inteiros, mas apenas números 
geradores irracionais 
.qny
qmx
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q é, então, um número inteiro que não é quadrado e não 
possui divisor algum quadrado. 
Também suporemos que λ é o maior divisor comum dos 
números m e n, e poremos 
m = λμ 
n = λν; 
μ e ν serão dois números primos entre si e, se eles são de 
paridades diferentes, constituem os números geradores do 
triângulo primitivo cujo triângulo secundário (x, y) pode ser 
deduzido. 
A relação de condição (1bis): 
q(m²−n )(qmn+1) = α² 
pode, então, ser escrita 
(6)                         qλ²(μ²−ν²)(qλ²μν+1) = α². 
Essa relação será satisfeita se tivermos simultaneamente 
(7)                                     μ²−ν² = qπ² 
(8)                                   qλ²μν+1 = ρ². 
Se o número μ²−ν² é ímpar, q deverá ser ímpar, assim 
como π. Do mesmo modo, ρ será sempre ímpar. 
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O menor valor possível para q é, então, 3. 
Determinaremos se ele pode dar soluções: 
Deverá ter 
μ²−ν² = (μ−ν)(μ+ν) = 3π². 
Se se faz 
π = 1,        μ+ν = 3,          μ−ν = 1, 
deduz-se  
μ = 2,     ν = 1 
e a relação (8) se torna 
6λ²+1 = ρ², 
que é satisfeita para: 
λ1 =     2     com ρ1 =     5 
λ2 =   20     com ρ2 =   49 
λ3 = 198     com ρ3 = 485 
etc., e, em geral, 
λn+1 = 10λn−λn−1 
ρn+1 = 10ρn−ρn−1. 
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Os pares dos números geradores correspondentes são: 
 
 
etc., 
gerando os triângulos: 
a = 36 = 6              a = 3600 = 60            a = 352836 = 594   
b = 48                    b = 4800                     b = 470448 
α = 30 = 6×5         α = 60×49                   α = 594×485. 
Todos esses triângulos derivam do triângulo primitivo 
x' = 2 
y' = 1, 
a saber (3, 4, 5). 
— Agora, se se faz  
μ+ν = π² 
μ−ν = 3 
deduz-se 
.
2
3 πν
2
3 πμ
 
 
 
x = 4  
y = 2  
x = 40  
y = 20  
x = 396  
y = 198  
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Para π = 5, então, 
μ = 14,     ν = 11, 
e a condição (8) se torna 
462λ²+1 = ρ² 
que, para λ1 = 2, dá ρ1 = 43, 
λ2 = 172,      ρ2 = 3697, 
e, em geral, 
λn+1 = 86λn−λn−1 
ρn+1 = 86ρn−ρn−1 
Disso3, resulta que 
 
 
com α = 30×43. 
etc., etc. 
— Enfim, pode-se ainda fazer 
μ+ν = 3π² 
μ−ν = 1. 
                                                 
3 Nota dos Trad.: Isto é, para O1. Para O2, temos       √        √ , a = 
6656400, b = 27335616 e D = 9538260. O triângulo primitivo (75, 308, 317) que gera 
os dois referidos triângulos tem geradores 14 e 11. Os próximos exemplos seguem o 
mesmo padrão. 
 , gerando o triângulo x = 28  
y = 22  
a = 900 = 30  
b = 3696 
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x = 420  
y = 390  
 , gerando o triângulo 
Para π = 3, tem-se 
μ = 14,      ν = 13 
e a condição (8) se torna 
546λ²+1 = ρ² 
que, para λ1 = 30, dá ρ1 = 701, 
λ2 = 42060,      ρ2 = 982801, 
e, em geral, 
λn+1 = 1402λn−λn−1 
ρn+1 = 1402ρn−ρn−1. 
Então, 
 
com α = 270×701. 
etc., etc. 
a = 72900 = 270  
b = 982800 
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, gerando o triângulo 
x = 6  
y = 4  
Para q = 5, ter-se-á de considerar a equação 
(μ−ν)(μ+ν) = 5π². 
Pode-se tomar 
π = 1,   μ = 3,   ν = 2 
donde a condição (8) 
30λ²+1 = ρ² 
que, para λ1 = 2, dá ρ1 = 11. 
Os números geradores serão 
 
  
com α = 110. 
Para λ2 = 44, tem-se ρ2 = 241 e, em geral, 
λn+1 = 22λn−λn−1 
ρn+1 = 22ρn−ρn−1 
etc., etc. 
II. 
2
ab +b = β . 
Observaremos primeiro que, como a jamais pode ser um 
número ímpar, não pode existir soluções primitivas. 
a = 100 
b = 240 
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Se x e y são os números geradores do triângulo, deve-se 
ter 
xy(x²−y²+2) = β² 
ou  
qmn[q(m²−n²)+2] = β². 
1º Como temos descoberto acima, no decorrer do estudo 
do caso I, pode-se obter soluções secundárias em número 
ilimitado, se se toma como lados do triângulo (a, b, c) os dobros 
dos lados correspondentes dos triângulos primitivos que têm 
como números geradores os dois números consecutivos 
,
2
 μ'
1
2
 μ'
 
 
y
x
 
sendo μ um número par qualquer. 
Se, portanto, se põe μ = 2ν, faz-se 
q = 2 
m = 2ν²+1 
n = 2ν² 
e pode-se dar à ν um valor inteiro qualquer. Ter-se-á, então 
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x = (2ν²+1) 2  
y = 2ν² 2  
e em seguida 
a = 2(4ν²+1) 
b = 8ν²(2ν²+1) 
2º Obter-se-á um segundo grupo de soluções 
secundárias, também ilimitado, tomando (ver I, 3º) como valores 
respectivos de y e de x dois termos consecutivos da sequência 
fundamental de Fibonacci, sob as condições de que esses dois 
termos sejam números ímpares, e que o menor, y, seja de índice 
par, u2n, o que será obtido para todo valor de 2n não-múltiplo de 
3. 
Os números assim determinados, y e x, darão um 
triângulo para o qual se terá: 
ba  1
2
 
ou 
 .
2
bbab    
com β = 4ν(2ν²+1). 
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3º Obter-se-á um terceiro grupo ilimitado de soluções 
secundárias tomando (ver I, 3º): 
  m = 4ν² 
n = 1 
q = 2 
sendo ν um número inteiro qualquer. 
Então,  
 
 
4º Pomos 
x = x'+y' 
y = x'−y' 
e exprimimos a relação de condição 
xy(x²−y²+2) = β² 
em função de x' e de y'. Ela se torna 
2[x'²−y' ][2x'y'+1] = β². 
Será satisfeita, em particular, para todo par de valores de 
x', y', tal que se tem simultaneamente 
x'y' = 2λ(λ+1) 
x'²−y'² = 2δ² 
 
x = 4ν²  
y =  
a = 2(16ν4−1) 
b = 16ν² 
β = 16ν3. 
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sendo λ e δ números inteiros a serem determinados. 
– Pode-se pôr 
x' = 2(λ+1) 
y' = λ 
de que temos a condição 
(λ+2)(3λ+2) = 2δ² 
que é satisfeita para 
λ = 2,    δ = 4 
donde 
x' = 6,    y' = 2 
e em seguida 
 
 
Pode-se fazer também 
λ = 322,     δ = 396; 
etc. 
– Pode-se pôr também 
 
x' = 2λ 
y' = λ+1 
x = 8 
y = 4 
a = 48 
b = 64 
β = 40 = 8×5. 
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do qual temos a condição 
(λ−1)(3λ+1) = 2δ² 
que é satisfeita para 
λ = 33,     δ = 40. 
Então, 
x' = 66,    y' = 34 
e em seguida 
 
 
Pode-se fazer também 
λ = 3201,     δ = 3920; 
etc.  
– Pode-se pôr também 
x' = λ(λ+1) 
y' = 2 
e deve-se ter 
λ²(λ+1)²−4 = 2δ² 
ou 
 »¼
º
«¬
ª  2
2
)1λ(λ
2δ'²+1    com δ' = 
2
δ . 
x = 100 
y =   32 
a = 8976 
b = 6400 β = 80×67. 
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Se se escreve t 
2
)1λ(λ
, se vê, então, que δ' é um 
termo par da sequência fundamental U de Pell (ver Capítulo V), 
e que t é o termo correspondente na sequência derivada T. 
Mas, os únicos valores de t2n que darão valores inteiros 
para λ são: 
t0 = 1 
t2 = 3. 
No primeiro caso, tem-se λ = 1; x' e y' são iguais; y é 
nulo. Não há triângulo possível. 
No segundo caso, tem-se λ = 2; x' = 6, y' = 2. 
Assim, obtemos de novo uma solução já obtida4. 
III. cab 
2
 = γ². 
Se x e y são os números geradores do triângulo, deve-se 
ter 
(9)                               xy(x²−y )+x +y² = γ². 
Suporemos que x e y são números inteiros. Pode-se 
escrever a relação (9): 
                                                 
4 Nota dos Trad.: O triângulo gerado por x = 8 e y = 4. 
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(10)                         (x−y)(x+y)(xy+1) = γ²−2y . 
Se se procura as soluções primitivas, é necessário admitir 
que a e c sejam ímpares e, em consequência, também γ. 
Conforme um teorema estabelecido acima (ver Capítulo 
V), se um produto de fatores primos ímpares é da forma γ²−2y , 
todo divisor desse produto é da mesma forma. 
Os três números x−y, x+y e xy+1 são, portanto, da forma 
quadrática 21
2
1 2yx  , e de uma das duas formas lineares 8q+1 ou 
8q−1. São números primos ou produtos de números primos, 
todos de uma dessas duas formas lineares. Pertencem, portanto, 
à sequência (P) [ver Capítulo V]. 
Assim, nem x−y, nem x+y, pode ser múltiplo de 3; disso, 
decorre que um dos dois números geradores x ou y é sempre um 
múltiplo de 3. 
Pomos agora x−y = z, e exprimimos a relação (9) em 
função de y e de z. Ela pode, então, ser escrita sob a forma 
(9 bis)                       y(y+z)(z +2yz+2) = γ²−z². 
Posto que γ e z são números ímpares, o segundo membro 
da equação (9 bis) é sempre um múltiplo de 8. De outra parte, o 
fator z +2yz+2 é um número ímpar. Disso, resulta que um dos 
dois números geradores x ou y é sempre um múltiplo de 8. 
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Enfim, o número xy+1 é, assim, da forma única 24t+1. 
1º Fazemos, em particular, z = 1. 
Então, x = y+1, e a relação (9 bis) se escreve 
y(y+1)(2y+3) = γ²−1. 
Para y = 8, temos γ = 37. 
Portanto, os números geradores x = 9, y = 8, dão um 
triângulo primitivo 
a = 17, b = 144, c = 145, 
que é uma solução. 
Para y = 15, temos γ = 89. 
Os números geradores, x = 16, y = 15, dão um triângulo 
primitivo 
a = 31, b = 480, c = 481, 
que é também uma solução. 
2º Se se faz z = 2, pode-se tomar y = 6, e a fórmula5 (9 
bis) dá uma solução secundária com γ = 38. Os números 
geradores são x = 8, y = 6, que geram o triângulo 
a = 28, b = 96, c = 100. 
                                                 
5 Nota dos Trad.: Neste caso, a fórmula se reduz a y(y+2)(4y+6) = J2–4 com x = y+2. 
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Pode-se também tomar y = 16, o que dá γ = 142, sendo a 
solução secundária x = 18, y = 16, 
a = 68, b = 576, c = 580. 
3º Se se faz z = 4, pode-se tomar6 y = 12, o que dá γ = 
148, sendo a solução secundária x = 16, y = 12, 
a = 112, b = 384, c = 400. 
etc., etc. 
NOTA. — Todas essas soluções secundárias são 
diferentes das que se obtém a partir de um triângulo (a', b', c') tal 
que  1
2
'' kba   , multiplicando seus três lados por c'. 
3º PROBLEMA. — Triângulos retângulos tais que a 
soma da área e do perímetro (ou do semi-perímetro) seja um 
número quadrado. 
I. — Como no caso do 2º Problema (método comum aos 
três casos), pode-se obter uma solução secundária desse 3º 
Problema a partir de um triângulo tal que, se se acrescenta a 
unidade ao número que exprime a área, obtém-se um número 
quadrado. 
                                                 
6 Nota dos Trad.: Neste caso, a fórmula se reduz a y(y+4)(8y+18) = J2–16 com x = 
y+4. 
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Temos estabelecido que existe um número ilimitado de 
tais triângulos e temos indicado um método para obtê-los. 
Seja (α, β, γ) um triângulo retângulo tal que 
 1
2
αβ k   
e seja 2π = α+β+γ seu perímetro. 
Multiplicamos os três lados por 2π; obtemos um 
triângulo retângulo semelhante (a, b, c), com as relações 
a = 2απ 
b = 2βπ 
c = 2γπ. 
O perímetro desse novo triângulo será 
2p = a+b+c = 4π². 
A área será 
S =  
2
ab
2αβπ². 
Ter-se-á, portanto, 
S+2p = 4π² ¸
¹
·¨
©
§ 1
2
αβ
= 4π²k² = ρ². 
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– Se se procura um triângulo tal que S'+p' seja um 
quadrado, é necessário multiplicar os lados do triângulo (α, β, γ) 
por π e tomar 
a' = απ 
b' = βπ 
c' = γπ. 
Então, 
S'+p' = π² ¸
¹
·¨
©
§ 1
2
αβ
= π²k² = σ². 
II. – Esse procedimento só dá soluções secundárias e não 
fornece todas as soluções possíveis. 
Se expressarmos S+2p em função dos números geradores 
x e y, teremos 
S+2p = x(x+y)[y(x−y)+2] = k . 
Pomos x = y+z. Pode-se escrever 
(1)                     S+2p = (y+z)(2y+z)(yz+2) = k . 
1º Se fazemos y = 1, a expressão (1) se torna 
S+2p = (z+1)(z+2)  = k . 
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Ela é verificada para todo valor de z tal que z+1 seja um 
quadrado. 
Se μ for um número inteiro qualquer, ter-se-á um número 
ilimitado de soluções ao tomar como números geradores 
x = μ² 
y = 1. 
Ter-se-á, em função de μ, 
 
 
Se μ é um número par, o triângulo obtido é primitivo. 
Em particular, para μ = 2, obtém-se o triângulo primitivo 
(15, 8, 17)     com S+2p = 10 . 
Se μ é um número ímpar, o triângulo obtido é 
secundário; seus lados são, respectivamente, os dobros dos lados 
do triângulo primitivo que tem como números geradores os dois 
números inteiros consecutivos 
.
2
1 μ
2
'
2
1 μ
2
'
  
  
yxy
yxx
 
a = μ4−1 
b = 2μ² 
c = μ4+1 
    2p = 2μ²(μ²+1) 
      S = μ²(μ4−1) 
S+2p = [μ(μ²+1)]². 
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EXEMPLO. — Para μ = 3, obtém-se o triângulo 
(80, 18, 82)     com S+2p = 30 . 
Esse triângulo é o dobro do triângulo primitivo (9, 40, 
41). 
Observações. — Em cada triângulo primitivo (x', y') 
assim obtido para os valores 
,
2
1 μ'
2
1 μ'
 
 
y
x
 
sendo μ ímpar, tem-se a propriedade 
S'+p' = k' . 
Com efeito, entre os triângulos (x, y) e (x', y') há as 
relações 
S' = 
4
S  
 p' = .
2
p  
Portanto, S'+p' = 
4
2S p  = k' , posto que S+2p é um 
quadrado. 
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– De outra parte, sendo μ um inteiro qualquer, par ou 
ímpar, pomos 
.1 μ''
1 μ''
  
  
yxy
yxx
 
Os lados do triângulo retângulo (a'', b'', c''), obtidos 
assim com os números geradores (x'' y''), são os dobros dos lados 
do triângulo (x, y), e se tem as relações 
a'' = 2b 
b'' = 2a 
c'' = 2c. 
Temos visto acima (no presente capítulo) que se tem 
também as relações 
' 'α''
2
''''   aba  = (2μ³)², se μ é ímpar, 
ou 
' 'β''
2
''''   bba  = (2μ³)², se μ é par. 
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Assim, portanto, se se começa com um número inteiro 
qualquer μ, e se se forma o triângulo tendo como números 
geradores 
x = μ² 
y = 1, 
o triângulo é tal que a soma de sua área e de seu perímetro é um 
número quadrado. 
Além disso, o triângulo cujos lados são os dobros do 
triângulo precedente é tal que a soma de sua área e de um dos 
catetos é também um quadrado. 
Enfim, se μ é um número ímpar, o triângulo cujos lados 
são as metades dos do triângulo (x, y) é tal que a soma de sua 
área e de seu semi-perímetro é também um quadrado. 
 
2º Se, na expressão (1) para S+2p, faz-se agora z = 2, ela 
se torna, em função de y, 
S+2p = 4(y+1) (y+2) = k . 
É satisfeita para todo valor de y tal que y+2 seja um 
quadrado. 
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Se m é um número inteiro qualquer maior que 1, faz-se 
        x = m  
y = m²−2 
e obter-se-á uma outra série ilimitada de triângulos, todos 
secundários, tais que S+2p seja um quadrado. 
Ter-se-á, em função de m: 
 
 
 
 
Observação. — Se se forma o triângulo tendo como 
números geradores 
1
2
'
1 
2
'
  
  
yxy
myxx
 
os lados desse novo triângulo são as metades dos do triângulo 
precedente (x, y), a saber, 
2 2
2
'
)1 (2
2
'
)2  (
2
'
4   
  
  
mmcc
mab
mmba
 
a = 4(m2−1) 
b = 2m2(m2−2) 
c = 2(m4−2m2+2) 
     2p = 4m2(m2−1) 
      S = 4m2(m2−1)(m2−2) 
      S+2p = [2m(m2−1)] . 
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e tem-se 
S'+p' =  u
4
2 pS [m(m²−1)]². 
O triângulo (x', y') será primitivo para todo valor ímpar 
de m (a partir de m = 3). 
EXEMPLO. — O menor triângulo primitivo dessa série 
corresponde ao valor m = 3. É o triângulo 
63, 16, 65, com S'+p' = 24 . 
III. — A Tábua seguinte agrupa os valores dos números 
geradores correspondentes a um dado número inteiro m, sendo 
que os triângulos retângulos por eles gerados têm uma das 4 
expressões, S+a, S+b, S+2p, S+p, igual a um número quadrado. 
Se m é ímpar, os lados do triângulo (x3, y3) são os dobros 
dos do triângulo primitivo (x6, y6). 
Para todo valor de m, os lados do triângulo (x2, y2) são os 
dobros dos do triângulo (x3, y3), e os do triângulo (x4, y4) são os 
dobros dos do triângulo (x5, y5). 
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NOTA. — Nos seguintes triângulos retângulos, têm-se 
pares de relações notáveis: 
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           S+1 = 5  
S+p = 6  
 S+1 = 11  
 S+b = 12  
 S+1 = 35  
 S+c = 37  
 S+1 = 49  
 S+c = 50  
 S+1 = 79  
 S+b = 80  
 S+1 = 545  
 S+a = 546  
 
(6, 8, 10) 
(10, 24, 26) 
p(17, 144, 145) 
(60, 80, 100) 
(78, 160, 178) 
(1092, 544, 1220) 
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4º PROBLEMA. — Triângulo retângulo cuja 
hipotenusa é um número quadrado, assim como a soma dos 
dois catetos (FERMAT7). 
Os lados desse triângulo são os seguintes números: 
a = 4.565.486.027.761 
b = 1.061.652.293.520 
c = 4.687.298.610.289 
Os números geradores, decompostos em seus fatores 
primos, são: 
x = 2.150.905 = 5×277×1553 
y =    246.792 = 2 ×3×7×13×113. 
É, portanto, um triângulo primitivo. 
Tem-se, de outra parte, que 
c = 2.165.017   (número primo) 
ba   = 2.372.159 = 1009×2351. 
 
                                                 
7 Nota dos Trad.: O triângulo é mencionado em uma carta, do ano 1643, enviado ao 
Mersenne. É carta LIX em Fermat (1894). 
387 
 
5º PROBLEMA. — Encontrar três números inteiros 
que, tomados dois a dois, sejam os catetos de três triângulos 
retângulos em números inteiros. 
Se α, β, γ são esses três números, eles deverão satisfazer 
as três relações seguintes: 
(1)                                     β²+γ² = λ² 
(2)                                     γ²+α² = μ² 
(3)                                     α²+β² = ν². 
Pode-se já concluir disso que dois dos três números α, β, 
γ são necessariamente pares. O terceiro número pode sempre ser 
suposto ímpar. 
Se (x, y), (x', y'), (x'', y'') são os números geradores dos 
três triângulos precedentes, deverá ter entre si o seguinte sistema 
de relações: 
x²−y  = 2x'y' 
xy = x''y'' 
x'²−y'  = x''²−y'' . 
Dá as soluções: 
                             x = 12              x' = 11          x'' = 8 3  
                             y = 10              y' =   2          y'' = 5 3  
1º 
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sendo os três triângulos: 
  44 +240  = 244  
117 +  44  = 125  
117 +240  = 267  
x = 12 3            x' = 11           x'' = 9 5  
y = 10 3            y' =   6           y'' = 8 5  
sendo os três triângulos: 
132 +720  = 732  
  85 +132  = 157  
  85 +720  = 725  
etc., etc. 
Observação. — A interpretação geométrica dessa 
propriedade de tais grupos de três números inteiros é a seguinte: 
No prisma8 reto de base retangular, cujos lados das faces 
são expressos por esses três números (por exemplo: 44, 117 e 
240), as diagonais das 6 faces são também mensuráveis por 
números inteiros (por exemplo: 125, 244 e 267). 
                                                 
8 Nota dos Trad.: Ver nosso ensaio introdutório. 
2º 
(primitivo) 
(primitivo) 
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6º PROBLEMA. — Encontrar 4 números inteiros tais 
que, se acrescentarmos um mesmo dado número inteiro à 
seus 6 produtos dois a dois, obtém-se, cada vez, um número 
quadrado. 
I. Estudaremos primeiro o caso mais simples de três 
números inteiros. 
Seja a o dado número. Podemos supor que seja positivo 
ou negativo; no segundo caso, o problema consistirá em retirar 
um dado número dos produtos dois a dois dos três números 
procurados. 
Sejam x1, x2, x3 os números inteiros a serem encontrados. 
Pode-se determinar facilmente, por vários métodos, grupos de 
tais números, e em número ilimitado: 
1º Pode-se sempre considerar a unidade como valor do 
menor número x1. Se a é o número a ser acrescentado, faz-se 
x1 = 1 
x2 = n²−a 
x3 = (n+1)²−a 
sendo n um número inteiro qualquer maior que a . 
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Ter-se-á, com efeito, 
x1x2+a = n  
x1x3+a = (n+1)  
x2x3+a = [n(n+1)−a]  
Se o número a é retirado, faz-se 
x1 = 1 
x2 = n +a 
x3 = (n+1) +a. 
2º Pode-se tomar dois números inteiros consecutivos 
como valores dos dois menores números x1 e x2. 
Se a é o número a ser acrescentado, faz-se 
x1 = a−1 
x2 = a 
x3 = 4a−1. 
É necessário, então, ter a > 1. 
Se a é retirado, faz-se 
x1 = a 
x2 = a+1 
x3 = 4a+1. 
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Se, em particular, o número a ser retirado a é o produto 
de dois números inteiros consecutivos, a = n(n+1), x3 é um 
número quadrado 
x3 = (2n+1) . 
3º De forma mais geral, obtém-se sempre três valores x1, 
x2, x3 que, para valores convenientes e determinados dos 
números p e q, poderão ser inteiros, ao fazer: 
(1)                                      qp
aqx 
  1  
(2)                                      qp
apx 
  2  
(3)                            ,4) (3 qp
aqpx 
  
onde a é o número a ser acrescentado  
Se a é retirado, é suficiente, nas expressões precedentes, 
mudar a para –a, ou seja, adotar o sinal + no lugar do sinal – nos 
três numeradores. É sempre suposto que p > q. 
II. — Agora a questão é a de encontrar um quarto 
número inteiro x4 tal que se tenha também 
(4)                                                             x1x4+a = 21k  
(5)                                                             x2x4+a = 22k  
(6)                                                             x3x4+a = 23k . 
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Ora, se se faz x4 = p−q, as duas primeiras relações (4) e 
(5) são satisfeitas imediatamente. Somente resta, portanto, 
satisfazer à relação (6), ou seja, determinar p e q de forma que 
(7)                                       (p+q)²−3a = k . 
Pomos 
p−q = z. 
A equação (7) então se torna, em função de q e de z, 
z = −2q+ . 3 ka   
Para que z seja inteiro, é necessário, portanto, que 3a+k  
seja um número quadrado: 
3a+k  = π . 
Pode-se escrever 
(8)                                       3a = (π+k)(π−k). 
Ter-se-á em seguida, para um valor qualquer de q, 
z = π−2q 
p = π−q 
  p+q = π. 
Para que os números z e x1 sejam positivos, é necessário 
que q satisfaça às duas condições 
a < q  < .
4
 π  
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A relação (8) não pode dar valores inteiros para k e para 
π, a menos que o dado número a seja ímpar ou múltiplo de 4, 
porque os dois fatores π+k e π−k devem ser da mesma paridade. 
Em particular, se a é um número primo > 3, a relação (8) 
dá duas determinações para os números k e π, conforme que se 
põe 
                                 π+k = 3a                        π+k = a 
                                 π−k = 1                           π−k = 3 
                     donde 
2
13π  a                        .
2
3π  a      
Se a é um produto de vários fatores, pode-se obter tantos 
valores diferentes para π quantas maneiras há de decompor o 
número 3a em um produto de dois fatores da mesma paridade. 
Mas, se quisermos obter para os 4 números x1, x2, x3, x4 
valores inteiros e diferentes, nem todas as determinações de π 
serão aceitáveis. 
Será necessário, nesse caso, 
4
 π  > a. 
Em seguida, é necessário que os valores tomados para q 
satisfaçam às condições 
a < q  < .
4
 π  
ou                                                                   
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Enfim, é necessário que o resultado para os valores de p 
sejam tais que os três números q²−a, p³−a e (p+q)²−4a sejam 
múltiplos de p−q = x4. 
Observações. — 1º Se toma-se 
2
13π  a , 
como se tem também 
p+q = π, 
resulta que, qualquer que seja q, p+q é constante. 
Se se dá, em particular, o valor 
2
1a  a q, tem-se 
aaap   
2
1
2
13  
e                                       p−q = 
2
1a . 
Disso, resulta também que 
q²−a = ) (
2
1 2 qpa  »¼
º
«¬
ª   
ou                                 . qpqp
aq  
  
ou seja 
x1 = x4. 
(1ª forma) 
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Portanto, para o valor particular q = 
2
1a , os 4 números 
se reduzem à 3 diferentes. 
2º Em vez de partir de um valor de q e dele deduzir p−q 
pela relação 
p−q = z = −2q+  3 ka  , 
pode-se também dar um valor a p−q e dele deduzir p e q: 
Pomos p−q = m e 3a+k² = π². 
Então ter-se-á 
.
2
π
2
π
mp
mq
 
 
 
É necessário obter para q valores tais que se tenha q  > a. 
Portanto, é necessário ter 
(π−m)  > 4a 
donde                                 m < π−2 a . 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — Pode-se verificar facilmente 
que é impossível, através desse método, obter 4 números inteiros 
diferentes, x1, x2, x3, x4, para todo valor de a menor que 7. 
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1º Fazemos a = 7. — O valor π = 
2
3a  não pode dar 
resultado algum9. 
Se se faz 
π = ,11
2
13  a  
pode-se atribuir a q os três valores inteiros: 3, 4 e 5. 
Os valores correspondentes para p são: 8, 7 e 6. 
Somente o grupo                 
dá 4 valores inteiros10: x1 = 18, x2 = 29, x3 = 93, x4 = 1. 
 
2º Fazemos a = 19. — A segunda forma, π = 
2
3a  = 11, 
dá um único valor inteiro possível para q, a saber, 5. 
Dele resulta que p = 6, gerando os 4 números inteiros 
6, 17, 45 e 1. 
                                                 
9 Nota dos Trad.: Pois, neste caso, S = 5, o que não satisfaz a condição de que 
4
 π
 > a. 
10 Nota dos Trad.: Para p = 7, q = 4, x1 = x4 = 3. Para p = 8, q = 3, somente x4 = 5 é 
inteiro. 
p = 6 
q = 5 
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A primeira forma é π = .29
2
13  a  
Pode-se atribuir a q os valores inteiros: 5, 6, 7, ......., 14. 
Soluções inteiras são obtidas para: 
                                   q =   6 
                                 p = 23    
                                   q =   7 
                                 p = 22    
                                   q = 10 
                                 p = 19    
                                   q = 12 
                                 p = 17    
                                   q = 13 
                                 p = 16    
                                   q = 14 
                                 p = 15    
3º Se o número a é retirado dos produtos x1x2, etc., as 
fórmulas são ligeiramente modificadas: ter-se-á que resolver a 
equação indeterminada 
.3 2 akqz   
1      30    45   17 
2      31    51   15 
    9      38    85     9   (x1 = x4) 
25      54   153    5 
50     79   255    3 
177   206   765    1. 
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Pomos, então 
3a = (k+π)(k−π) 
e pode-se fazer 
π = 
2
13 a     ou    π = 
2
3a .    
A única condição sobre q será que z seja positivo, seja  
q < .
2
π  
Ter-se-á em seguida 
p = π−q 
ou                                         p+q = π, 
como anteriormente, e por-se-á esses valores nas fórmulas 
, 1 qp
aqx 
    , 2 qp
apx 
    ,4) (3 qp
aqpx 
    .4 qpx   
EXEMPLO NUMÉRICO. — Tomemos a = 19 (a ser 
retirado). 
Se se faz π = 
2
3a  = 8, deduz-se que 
     q = 3 
     p = 5 
 p−q = 2, 
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sendo os 4 números 
x1 = 14,    x2 = 22,  x3 = 70,    x4 = 2, 
etc., etc. 
CASO PARTICULAR DE a = 1. — O procedimento de 
investigação acima exposto não pode, no caso de a = 1, dar mais 
de três números diferentes, x1, x2, x3, tais que x1x2+1 = k , etc. 
Não obstante, há um 4º número x4 suscetível de ser 
associado a um grupo de 3 outros números, x1, x2, x3, 
satisfazendo as condições do problema. 
Se, com efeito, aos números 1, 3, 8, constituindo o 
sistema dos 3 menores números que dão uma solução, se associa 
o 4º número 120, o mesmo dá uma solução, posto que 
120×1+1 = 11  
120×3+1 = 19  
120×8+1 = 31 . 
Eis o procedimento pelo qual Fermat11 obteve esse 4º 
número: 
Tomando como valores dos 3 primeiros números x1 = 1, 
x2 = 3, x3 = 8, se x4 é um 4º número inteiro possível, os 3 
números x4+1, 3x4+1 e 8x4+1 deverão ser quadrados. Dever-se-á, 
                                                 
11 Nota dos Trad.: Ver parágrafo XVI das Observações sobre Diofanto, Fermat 
(1894). 
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portanto, poder determinar os valores inteiros: α, β, γ, tal que se 
tenha simultaneamente: 
8x4+1 = α² 
3x4+1 = β² 
  x4+1 = γ². 
Pomos 
x4 = y +2y = y(y+2). 
As três relações precedentes se tornam:  
(1)                                     8y +16y+1 = α² 
(2)                                     3y +  6y+1 = β² 
(3)                                       y +  2y+1 = γ². 
A relação (3) é satisfeita para todo valor inteiro de y. 
Consideraremos, portanto, somente as relações (1) e (2); 
ao subtraí-las membro a membro, se torna 
5y(y+2) = α²−β . 
Se fizermos 
α+β = 5y 
α−β = y+2 
teremos 
α = 3y+1 
β = 2y−1. 
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Substituindo em uma ou outra das equações (1) ou (2), 
obtém-se 
y(y−10) = 0 
Se se toma y = 10, deduz-se x4 = 120. 
— Partindo dos três números: x1 = 3, a2 = 8, x3 = 21, 
encontrar-se-á, pelo mesmo método, 2080 como 4º número, etc. 
Indicaremos mais adiante as fórmulas gerais para o caso 
a = 1. 
 
GENERALIZAÇÃO. — O mesmo procedimento pode ser 
aplicado para todo valor de a igual a um número quadrado. 
Seja, com efeito, 
a = α². 
Tomaremos, por exemplo, como valores dos três 
primeiros números: 
x1 = 1 
x2 = n²−α  
x3 = (n+1)²−α , 
sendo n um número inteiro > α. 
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Teremos então: 
x1x2+α  = n                 = 23ρ  
x1x3+α  = (n+1)          = 22ρ  
x2x3+α  = [n +n−α ]   = 21ρ . 
Seja x4 o 4 º número a ser encontrado. Deve-se ter 
(1)                                    x4x3+α² = λ² 
(2)                                    x4x2+α² = μ² 
(3)                                       x4+α² = ν² 
Pomos 
x4 = y(y+2α). 
O primeiro membro da equação (3) é, então, quadrado 
para todo valor de y. 
Subtraímos (2) de (1) membro a membro; se torna 
x4(x3−x2) = λ²− μ . 
ou  
(2n+1)y(y+2α) = λ²−μ . 
Fazemos então 
λ+μ = (2n+1)y 
λ−μ = y+2α 
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donde 
λ = (n+1)y+α 
μ = ny−α. 
Substituindo esse valor de μ na equação (2), obtém-se, 
depois da redução, 
α
ρ2
α
 )α (2 1  nny  
e em seguida 
α
ρρ2
α
)1(2α2 32   nny  
e enfim 
   
      )       )
 
        
  
. 
— Para a = 1 e n = 2, reencontra-se os 4 valores: 
x1 = 1,    x2 = 3,    x3 = 8,    x4 = 120. 
Para a = 4, com n = 3, tem-se: 
x1 = 1,    x2 = 5,    x3 = 12,    x4 = 96, 
etc., etc. 
Observação. — Para que x4 seja um número inteiro, é 
necessário que o produto 
      )       ) 
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seja divisível por a, o que acontecerá se 4n (n+1)  for divisível 
por a ou, enfim, se 2n(n+1) for divisível por α. 
Se a é ímpar, é necessário e suficiente que o número n ou 
o número n+1 seja um múltiplo de α = a . 
Se a é par, ele é da forma a = 4β². 
É então necessário e suficiente que n ou n+1 seja um 
múltiplo de β. 
 
EXEMPLO NUMÉRICO. — Tomemos a = 9. O menor valor 
que se pode atribuir a n é 4: mas, então, x4 não é inteiro; tem-se 
x4 = 9
880 . 
Mas, se se faz n = 5, então n+1 é múltiplo de 3, e obtém-
se 4 números inteiros: 
x1 = 1,    x2 = 16,    x3 = 27,    x4 = 280. 
Do mesmo modo, se se faz n = 6, obtém-se um novo 
grupo de 4 números inteiros: 
x1 = 1,    x2 = 27,    x3 = 40,    x4 = 616. 
Se se faz n = 8, obtém-se: 
x1 = 1,    x2 = 55,    x3 = 72,    x4 = 2016, 
etc., etc. 
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FÓRMULAS GERAIS PARA O CASO DE a = 1. — As 
seguintes fórmulas, indicadas por M. BOIJE AF GENNÄS, de 
Gothenbourg, nos permitem determinar os valores dos quatro 
números x1, x2, x3, x4, em função dos dois números inteiros m e 
n. 
Faz-se: 
x1 = m 
x2 = n(mn+2) 
x3 = (n+1)(mn+m+2) 
x4 = 4(mn+1)(mn+m+1)(mn +mn+2n+1). 
Nota. — Pode-se, aliás, aceitar para o número n certos 
valores negativos, se eles dão para os números x2, x3, x4, valores 
positivos e não nulos. 
É fácil verificar que é suficiente que o valor absoluto de 
n seja maior que m
m 2 . 
Se, portanto, m > 2, pode-se atribuir a n qualquer valor 
negativo a partir de −2. 
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Dessas expressões, deduz-se: 
x1x2+1 = (mn+1)  
x1x3+1 = (mn+m+1)  
x1x4+1 = (2m n +2m n+4mn+2m+1)  
x2x3+1 = (mn +mn+2n+1)  
x2x4+1 = (2m n +2m n +6mn +4mn+4n+1)                                  
x3x4+1= (2m n +4m n +2m n+6mn +8mn+2m+4n+3) . 
Se, em particular, toma-se m = 1, n = 1, reencontra-se os 
quatro valores de Fermat: 1, 3, 8 e 120. 
Para m = 1, n = 2, acha-se 1,     8,   15,     528; 
        m = 3, n =1,               3,     5,   16,   1008; 
        m = 3, n = –3,            3,   21,     8,   2080; 
etc., etc. 
7º PROBLEMA. — Encontrar 4 números inteiros, α, β, 
γ, p, tais que, se se retirar o número p dos três produtos αβ, 
αγ, βγ, obter-se-á três números quadrados, dos quais um seja 
a soma dos outros dois, ou seja, que sejam os quadrados dos 
três lados de um triângulo retângulo. 
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Deve-se ter o seguinte sistema de três relações: 
(1)                                       αβ−p = a  
(2)                                       αγ−p = b  
(3)                                       βγ−p = c  = a +b      
a, b, c são, assim, 3 números inteiros, lados de um triângulo 
retângulo. 
Das relações (2) e (3), deduz-se por subtração, e levando 
em conta da relação (1), 
γ(β−α) = a  = αβ−p. 
Para não separar dessa investigação o caso em que a é 
um número primo, somos conduzidos a fazer: 
 
 
 
Estabeleceremos mais adiante que a segunda 
combinação não pode dar solução alguma do problema. 
Estudaremos, portanto, somente o primeiro, a saber, 
γ = a  
β = α+1. 
    γ = a  
β−α = 1 
     γ = a 
β−α = a. 
ou 
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A relação (2) se torna 
   
   
  
. 
Para que α seja inteiro, é necessário que p seja da forma 
λa²−b², sendo λ um número inteiro a ser determinado. 
Ter-se-á em seguida 
α = λ 
      β = λ+1, 
e a relação (1) pode ser escrita 
λ(λ+1)−(λa²−b ) = a  
ou  
.
2
 4) 1 (1 λ baa r  
A expressão sob o radical deve ser um número quadrado. 
Exprimimos a referida expressão em função dos números 
geradores x, y, do triângulo (a, b, c), e pomos x = y+z. Podemos 
escrever  
                      (a²+1)²−4b  = (a +2b+1)(a²−2b+1) 
= [z (2y+z) +4y(y+z)+1][z (2y+z)²−4y(y+z)+1]. 
409 
 
Se se faz z = 1, ou x = y+1, essa expressão se torna um 
número quadrado 
16y +16y+4 = [2(2y+1)] . 
Sendo os números geradores dois números inteiros 
consecutivos, o triângulo retângulo correspondente é sempre 
primitivo. Seus lados são, em função de y, 
a = 2y+1 
b = 2y(y+1) 
c = 2y +2y+1 = b+1. 
[Esses triângulos já foram estudados (ver Capítulo II)]. 
Tem-se em seguida 
.
2
21 λ aa P  
As duas determinações de λ são: 
λ' = 2y²−1 = b−a 
λ'' = 2y +4y+1 = b+a. 
Pode-se escrever também: 
λ'' = 2(y+1)²−1 = 2x²−1. 
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Posto que p = λa²−b , ter-se-á também dois valores 
simultâneos para o número p, a saber, 
p' = 4y4−6y²−4y−1 = (2y²−1)²−2(y+1)  
    = (2y²−1)²−2x  
p'' = 4y4+16y +18y +8y+1 = [2(y+1)²−1]²−2y  
    = (2x²−1)²−2y . 
Assim, portanto, a todo valor inteiro tomado para y, 
corresponderão dois grupos de valores para os números α, β, γ, 
p, e um triângulo primitivo (a, b, c) no qual ter-se-á sempre as 
relações  
c = b+1 = a²−b. 
Os valores sucessivos de a serão os da sequência natural 
dos números ímpares12. 
Observações. — 1º O valor de λ'' que corresponde ao 
número y = n é igual ao valor de λ' que corresponde ao número 
seguinte, y = n+1. 
Tem-se, portanto, as relações: 
λ'n = λ''n−1 
λ''n = λ'n+1. 
                                                 
12 Nota dos Trad.: Começando, evidentemente, com 3. 
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2º Ambos os números λ'n e λ''n, sendo sempre da forma 
2k²−1, pertencem à sequência (P) definida no Capítulo V. São, 
portanto, os números primos de uma das duas formas lineares 
8q+1 ou 8q−1, ou ainda, produtos desses números primos. 
3º Os números p' e p'' são sempre da forma quadrática 
k²−2k' . Ambos pertencem, portanto, à sequência (P) e são das 
mesmas formas lineares e de mesmas características que os 
números λ. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS 
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4º Vimos que poderíamos, a priori, pôr 
 
 
Ter-se-á então 
   
   
 
, 
e, para que α seja inteiro, é necessário que p seja da forma 
λa−b², sendo λ um número inteiro a ser determinado pela 
relação (1), que se escreve, então, 
λ(λ+a)−λa+b  = a  
ou 
λ² = a2−b . 
Para que λ seja inteiro, é necessário que a²−b  seja um 
quadrado, o que é sempre impossível. 
Com efeito, fosse possível pôr 
a2−b² = π², 
como tem-se, de outra parte, 
a +b  = c . 
ter-se-ia, multiplicando membro a membro, 
a4−b4 = π²∙c  = V . 
     γ = a 
β−α = a, ou β = α+a. 
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Ora, a diferença das quarta potências de dois números 
inteiros jamais pode ser igual ao quadrado de um número inteiro 
(essa proposição foi estabelecida por Fermat). 
Portanto, a decomposição precedente não pode dar 
solução alguma ao problema em questão. 
 
8º PROBLEMA. — Determinar os grupos de três 
números inteiros cujos quadrados estão em progressão 
aritmética. 
A solução desse problema é uma consequência imediata 
do seguinte teorema: 
TEOREMA. — Em todo triângulo retângulo em números 
inteiros, a +b  = c , os números (a−b) , c  e (a+b)  são 
quadrados em progressão aritmética cuja razão ρ é igual ao 
quádruplo da área S desse triângulo. 
Tem-se, com efeito, as relações 
(1)                 (a+b)²−c  = c²−(a−b)  = 2ab = 4S = ρ. 
Se 2p é o perímetro do triângulo, as relações precedentes 
podem ser escritas 
(2)                             p(p−c) = (p−a)(p−b) = S. 
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Se x e y são os números geradores do triângulo (a, b, c), 
tem-se as relações 
 2 α)( yxyxba   r  
  β yxc    
 2 γ yxyxba     
))((4 yxyxxy   U  
A cada par de valores x, y, tal que x > y, corresponde, 
portanto, um grupo de três números α, β, γ, ligados pela relação 
 α β β γ    
ou 
 ,β2 γ α    
ou seja, tais que seus quadrados estão em progressão aritmética. 
RECIPROCAMENTE: Se três números inteiros α, β e γ, são 
tais que seus quadrados estão em progressão aritmética, o 
número do meio β é hipotenusa de um triângulo retângulo e os 
dois números extremos α e γ são, respectivamente, iguais à 
diferença e a soma dos catetos desse triângulo. A razão ρ da 
progressão é igual ao quádruplo da área do triângulo. 
Por hipótese, entre os três números dados α, β e γ, existe 
a relação 
 .β2 γ α    
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Pode-se sempre supor que esses três números não têm 
divisor comum, porque se tivessem, digamos δ, os quadrados 
,
 δ
 γ,
 δ
 β,
 δ
 α estariam também em progressão aritmética com 
razão igual a 
 δ
ρ . 
Admitiremos, portanto, sem prejudicar a generalidade da 
demonstração, que α, β e γ são primos entre si dois a dois. 
Disso, resulta que todos os três são ímpares. 
Suporemos, enfim, que se tem 
α < β <γ. 
A relação característica precedente pode ser escrita 
(3)                                       α² = 2β²−γ². 
Conforme um Teorema recíproco demonstrado acima, no 
Capítulo V, o número α é da mesma forma quadrática que o 
número α², e o mesmo acontece com todos os divisores primos 
de α. Pode-se, portanto, pôr 
α = 2λ²−μ². 
Todos os divisores primos de α são, portanto, de uma das 
duas formas lineares 8q+ 1 ou 8q−1, e o número α pertence à 
sequência (P), que foi definida, no Capítulo V. Disso, resulta 
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que α é a diferença entre os catetos de um triângulo retângulo 
primitivo. Se x e y são os números geradores desse triângulo, 
tem-se a relação 
(4)                                 .2 α yxyx  r  
Sabe-se, aliás, que, a cada valor de α, corresponde um 
número ilimitado de pares de valores x, y, satisfazendo à relação 
(4), e que os valores associados de y e de x são os de dois termos 
sucessivos de uma ou de várias sequências indefinidas ∑, 
determinadas pela lei de recorrência 
σn+1 = 2σn+σn−1 
e pela relação 
ασσ2σσ 10
2
0
2
1 r   
entre os dois termos iniciais σ0 e σ1 (ver Capítulo V). 
A relação (4) pode ser escrita 
) .( 2α yxx  r  
Portanto, 
λ = x 
μ = x+y. 
De outra parte, da relação α = 2λ²−μ², deduz-se 
 ] μλμ4 λ2[ ] μλμ2 λ2[2 α rr  
417 
 
com correspondência dos sinais + ou – nos dois termos do 
segundo membro. 
Se se exprime α² em função de x e de y, obtém-se as duas 
formas: 
(sinal −)   α² = 2[x +y²]²−[x +2xy−y ]   
(sinal +)   α  = 2[5x +4xy+y²]²−[7x +6xy+y ] . 
Se se identifica os segundos membros com a da relação 
(3), obtém-se: 
 
                         (sinal −)   
                             
                         (sinal +)    
 
Os valores de β' e de γ' são, aliás, respectivamente de 
formas idênticas às de β e de γ. 
Com efeito, se se faz 
 
e se põe 
 
β = x +y  
γ= x +2xy−y  
β' = 5x +4xy+y  
γ' = 7x +6xy+y  
y = σn−1 
x = σn 
y' = σn 
x' = σn+1 
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tem-se, entre esses 4 números, as relações 
 
 
donde se deduz 
β' = x' +y'  
γ' = x' +2x'y'−y' . 
Os números β e β' são, portanto, as hipotenusas de dois 
triângulos retângulos tendo o número α como a diferença 
comum entre os catetos; os números γ e γ' são as somas dos 
catetos desses dois mesmos triângulos. 
As duas determinações assim obtidas para β e γ com os 
mesmos valores de λ e μ são explicadas de imediato se se 
observar que α² é o quadrado dos dois números +α e –α. 
Se os números x e y escolhidos como números geradores 
dão para α um valor positivo, os números seguintes x' e y' dão 
um valor negativo, e inversamente. 
 
Razão da progressão. — A razão ρ da progressão 
aritmética, sendo igual a β²−α² (ou γ²−β²), se exprime em função 
de x e de y pela fórmula 
ρ = 4xy(x²−y ). 
x = y' 
y = x'−2y' 
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É, portanto, igual ao quádruplo da área S do triângulo 
retângulo tendo x e y como geradores. 
COROLÁRIOS. — 1º A razão ρ da progressão é sempre 
um múltiplo de 24. 
Com efeito, a área S de um triângulo retângulo em 
números inteiros é sempre um múltiplo de 6 (Capítulo I). 
2º O número ρ jamais é um quadrado. Essa é uma 
consequência do teorema de Fermat demonstrado no Capítulo 
IV. 
3º Sendo dado o menor número, α, do grupo dos três 
números, pode-se tomar como valor de α um número inteiro 
qualquer, e existirá sempre uma infinidade de pares de valores β 
e γ satisfazendo à condição do problema: 
Se α pertence à sequência (P), sabe-se que existe um 
número ilimitado de triângulos primitivos tendo α como 
diferença entre os catetos, e, além disso, um número também 
ilimitado de triângulos secundários (se α > 1) provenientes dos 
triângulos obtidos com cada divisor de α (e em particular com a 
unidade) tomado como diferença entre os catetos. 
Se α não é um número da sequência (P), é sempre 
múltiplo de um ou de vários números dessa sequência (posto 
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que a unidade é o primeiro termo da mesma). Mas, então, os 
números α, β, γ correspondem a triângulos secundários. 
Sendo dado o maior número, γ, do grupo, o problema 
nem sempre é possível, porque nem todo número inteiro é a 
soma a+b dos catetos de um triângulo retângulo. 
É necessário, com efeito (ver Capítulo V), que o número 
γ seja tomado da sequência (P) ou que seja um múltiplo de um 
termo dessa sequência, exceto a unidade, porque o menor valor 
possível para a+b é 7. 
Além disso, se γ satisfaz a essa condição, então sempre 
resulta que o número de valores para α e β é limitado e 
determinado. 
Enfim, sendo dado o número do meio, β, do grupo, é 
necessário que ele seja a hipotenusa de um triângulo retângulo. 
Estabelecemos acima as condições que β deve satisfazer e 
determinamos de quantos triângulos E é a hipotenusa (ver 
Capítulo III). 
4º Quando vários pares de valores x, y, geram triângulos 
retângulos (a, b,c) com a mesma área, obtém-se o mesmo tanto 
de grupos de três quadrados, α², β², γ², em progressão aritmética, 
tendo a mesma razão ρ. 
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EXEMPLOS  
 
 
 
 
Do mesmo modo: 
 
 
 
 
 
 
 
9º PROBLEMA. — Determinar os grupos de três 
números triangulares em progressão aritmética. 
A solução desse problema pode ser reconduzida à do 
problema precedente (grupos de três números quadrados em 
progressão aritmética). 
x = 5 
y = 2 
dando  α =   1, β = 29, γ = 41 
x = 6 
y = 1 
dando  α = 23, β = 37, γ = 47 
ρ = 840. 
x = 7 
y = 3 
dando  α =   2, β =   58, γ =   82 
 
x = 7 
y = 5 
dando  α = 46, β =   74, γ =   94 ρ = 3360. 
x = 8 
y = 7 
dando  α = 97, β = 113, γ = 127 
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Sejam Tλ, Tμ, Tν, três números triangulares cujas ordens 
são tais que se tem λ < μ <ν. 
Esses três números estão em progressão aritmética se se 
tem a relação 
(1)                           λ(λ+1)+ν(ν+1) = 2μ(μ+1). 
Essa relação pode ser escrita 
(2)                          (2λ+1)²+(2ν+1)² = 2(2μ+1)² 
e, se põe-se 
2λ+1 = α 
2μ+1 = β 
2ν+1 = γ 
obtém-se 
(3)                                       α²+γ² = 2β². 
Essa é a relação (3) do 8º Problema. Estabelece que os 
três números quadrados α², β², γ², estão em progressão 
aritmética. 
Se se voltar ao que foi demonstrado nesse propósito, ver-
se-á que os três números α, β, γ são funções dos dois números x 
e y e que são determinados pelas três relações 
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(4)                              2 α yxyx  r  
(5)                                    β yx   
(6)                               .2 γ yxyx   
Mas, no presente problema, α deve ser um número 
ímpar, positivo e até mesmo ≥ 3. Deve-se ter, portanto, 
conforme o sinal do segundo membro da relação (4): 
03 2 t yxyx                ou     03 2 t xxyy  
seja (7) x ≥ y+ 3 2 y          seja   (7bis)  y ≥ −x+ 3 2 x  
e os números x e y (ou x  e y ) devem ser de paridades 
diferentes. 
Sob essas condições, β e γ serão também números 
ímpares, e se exprimirá os números λ, μ e ν em função de x e de 
y pelas fórmulas 
2
1 2 λ  yxyx    ou   
2
1 2 λ  yxyx  
2
1  μ  yx  
.
2
1 2 ν  yxyx  
Os valores assim obtidos deverão satisfazer às outras 
condições do problema, a saber, 
λ < μ <ν. 
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Para isso, é necessário que se tenha x > y. 
Com a primeira forma de λ, essa condição é 
compreendida pela condição (7). 
Com a segunda forma de λ, é necessário, em virtude da 
relação (7bis), que se tenha a dupla condição 
(8)                     .3 2
2
1<3 2 d xyxx  
Os números x e y podem ser irracionais, com as formas 
,12  qmx           .12  qny  
sendo m e n, então, dois números inteiros de paridades 
diferentes, e q um número inteiro qualquer tal que 2q+1 nem é 
quadrado nem múltiplo de um número quadrado. Os três 
números m, n, q, deverão, contudo, serem escolhidos de tal 
forma que a condição (7), ou a dupla condição (8), seja 
realizada. 
Se a +b  = c  é o triângulo tendo x e y como números 
geradores, ter-se-á as relações 
2
1λ  ba  se a > b,    ou 
2
1λ  ab  se b > a 
2
1μ  c  
.
2
1ν  ba  
Os números a e c sempre serão ímpares. 
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Razão da progressão. — Denotando essa razão por ρ, 
tem-se 
 (9)        .
2
S
4
))((
2
1
2
1)μ(μ
2
1)ν(νρ     abyxyxxy  
A razão da progressão é, portanto, igual à metade da área 
S do triângulo (a, b, c). 
COROLÁRIOS. — 1º A razão da progressão é sempre um 
múltiplo de 3. 
Com efeito, a área S é sempre um múltiplo de 6. 
2º A razão jamais é um número quadrado. Porque, 
conforme o teorema de Fermat, demonstrado no Capítulo IV, a 
área de um triângulo retângulo em números inteiros nem é um 
quadrado nem o dobro de um quadrado. 
3º Pode-se tomar um número inteiro qualquer como 
valor do menor número λ do grupo, e disso sempre se deduz um 
número ilimitado de pares de valores μ e ν. 
Exemplo. — Seja λ = 1. Então a−b = r 3. 
Toma-se os triângulos retângulos, em número ilimitado, 
tendo a unidade como diferença entre os catetos (ver Capítulo 
V), e multiplica-se os lados por 3. 
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O menor triângulo assim determinado é (9, 12, 15). 
Disso se deduz 
λ = 1,    μ = 7,     ν = 10,      ρ = 27. 
[Os valores dos números geradores são, aliás, x = 2 3 , y 
= 3 ]. 
Os três números triangulares correspondentes são: 
T1 = 1,     T7 = 28,      T10 = 55.    
4º Se é dado o número do meio μ do grupo, é necessário 
que o número 2μ+1 seja hipotenusa de pelo menos um triângulo 
retângulo e, se for, o número das soluções será sempre finito e 
determinado para cada valor de μ (ver Capítulo III). 
5º Se é dado o maior número ν do grupo, é necessário 
que o número 2ν+1 seja um termo da sequência (P), definido no 
Capítulo V, ou um múltiplo de um termo dessa sequência (a 
partir do segundo termo, 7) e, se for, o número das soluções será 
sempre finito e determinado (ver Capítulo V). 
O menor valor que se pode atribuir a ν é 8, o que dá λ = 
3, μ = 6. 
6º Se vários pares de valores x, y, satisfizerem às 
condições do problema, gerando triângulos retângulos com a 
mesma área e, em consequência, gerando o mesmo valor para o 
número ρ, obter-se-á o mesmo tanto de grupos de três números 
triangulares em progressão aritmética com a mesma razão. 
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EXEMPLOS  
 
          1º 
 
 
 
A esses dois grupos corresponde o mesmo valor da 
razão: ρ = 945 = 3³×5×7. 
 
          2º 
 
 
 
 
A esses três grupos corresponde o mesmo valor da razão:  
ρ = 6561555 =3×5×7×11×13×19×23. 
 
 
x = 5  
y = 2  
dando    λ =   1,     μ = 43,    ν = 61 
x = 6  
y =  
dando    λ' = 34,     μ' = 55,    ν' = 70. 
x =   77 
y =   38 
dando     λ =   683,       μ = 3686,     ν =   5168 
x =   78 
y =   55 
dando     λ' = 2760,      μ' = 4554,     ν' =   5819 
x = 138 
y =    5 
dando    λ'' = 8819,     μ'' = 9534,    ν'' = 10199. 
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10º PROBLEMA [GENERALIZAÇÃO DOS DOIS 
PROBLEMAS PRECEDENTES]. — Determinação dos grupos de 
três números poligonais, da mesma ordem, que estão em 
progressão aritmética. 
Qualquer que seja o grau dos números poligonais 
considerados, ou seja, qualquer que seja o número p dos lados 
do polígono ao qual esses números são associados, sempre 
existe um número ilimitado de grupos de três poligonais em 
progressão aritmética. 
A fórmula que exprime o número poligonal de grau p e 
de ordem λ é 
(1)                        )].4(λ)2[(
2
λN  pp  
Disso, deduz-se 
.
)2(2
) 4(N)2(84λ 
 p
ppp
 
O número sob o radical é, portanto, um quadrado, e 
pode-se pôr 
(2)                           8(p−2)N+(p−4)  = P .  
Tem-se em seguida
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(3)                                     ,
)2(2
4Pλ 
 p
p  
ou  
P = 2(p−2)λ−(p−4) 
de que resulta que P+p−4 é um múltiplo de 2(p−2). 
Sejam, agora, três números poligonais de grau p, cujas 
ordens são, partindo do menor para o maior, λ, μ e ν. 
Esses três poligonais estarão em progressão aritmética, 
se tiverem entre si a relação 
(4)                                    Nλ+Nν = 2Nμ.  
Se multiplicamos os três termos por 8(p−2) e si 
adicionamos (p−4)  aos três produtos obtidos, a relação (4) se 
torna 
(5)                                   ,2PPP 2μ
2
ν
2
λ    
sendo os números P determinados pela relação (2) para cada 
valor de N. 
Assim, os três números quadrados ,P,P,P 2ν
2
μ
2
λ estarão em 
progressão aritmética. Suas formas serão determinadas como foi 
estabelecido no decorrer do 8º Problema. Sabe-se que esses três 
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números são funções dos dois números x e y dados pelas 
relações 
Pλ =  )2 ( yxyx r  
Pμ = x +y  
Pν =  2 yxyx   
Os valores correspondentes de λ, μ e ν, então, serão 
determinados pela fórmula (3). Ter-se-á, conforme o sinal da 
expressão x²−2xy−y , 
(6)    
)2(2
4 2 λ 
 p
pyxyx    ou   
)2(2
4 2 λ 
 p
pyxyx  
(7)                              
)2(2
4  μ 
 p
pyx  
(8)                           
)2(2
4 2 ν 
 p
pyxyx . 
Razão da progressão. — Se se designa por ρ a razão da 
progressão definida pela relação (4), ter-se-á 
ρ = )]4()μν)(2[(
2
μνNN μν 
  pp  
ou  
(9)                                                 ρ = .
)2(2
))((


p
yxyxxy  
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CONDIÇÕES DE POSSIBILIDADE. — Os números λ, μ, ν, 
deverão ser inteiros. Além disso, é necessário que se tenha 
1 ≤ λ < μ < ν. 
[Contudo, no caso particular p = 4, a saber, para os 
números quadrados, λ pode ser negativo, posto que Nλ é então 
igual a λ², e a única condição obrigatória é x > y]. 
Conforme a forma de λ, ter-se-á λ ≥ 1, se 
                            x²−2xy−y² ≥ p,     (1ª forma) 
teremos 
(10)                 pyyx t  2                      (1ª forma) 
ou se 
                           − x +2xy+y  ≥ p,      (2ª forma) 
teremos 
(10bis)              pxxy t  2                     (2ª forma) 
De outra parte, se x > y, ter-se-á simultaneamente μ > λ, 
e ν > μ. A condição x > y é sempre realizada com a condição 
(10) relativa à primeira forma de λ. Para a segunda forma de λ, é 
necessário levar em conta a condição (10bis), a dupla 
desigualdade 
yxy d p2x  <2  
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ou  
(11)                       . 2
2
1 < 2 pxypxx d  
Resta determinar para quais formas de valores de x e de y 
os três números λ, μ e ν são inteiros. 
Distinguiremos os seguintes três casos: 
1º p é ímpar; 2º p é o dobro de um número ímpar; 3º p é 
múltiplo de 4. 
I. — p é ímpar 
Em primeiro lugar, os números x e y (ou x  e y ) devem 
sempre ser de paridades diferentes. 
Com a primeira forma de λ, tem-se 
ν−λ = .
2
2
p
xy  
Portanto, um dos dois números x ou y, e apenas um, deve 
ser múltiplo de p−2. Não pode ser x, porque se tem 
λ+μ = .
2
4)(


p
pyxx  
Será necessário, portanto, que p−4 seja divisível por p−2, 
o que é impossível. 
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Se y é múltiplo de p−2, enfim, é necessário e suficiente, 
que x +p−4 também o seja, ou x²−p, o que determina as formas 
de x e de y. Faz-se 
x = ppqmp r )2(2]1)2[(  
y = ppqnp  )2(2)2( . 
m e n serão números inteiros da mesma paridade, q um número 
inteiro qualquer (podendo ser nulo), todos os três escolhidos, 
todavia, de tal forma que a condição (10) seja realizada. 
Os números x e y serão inteiros para todo valor de p que 
faz com que o número 2q(p−2)+p seja quadrado para os valores 
determinados de q. Em particular, para q = 0, ter-se-á valores 
inteiros para x e y para todo valor de p igual a um quadrado 
ímpar. 
Com a segunda forma de λ, tem-se 
ν−λ = 
2
  


p
yx    e   μ−λ = .
2
)(


p
yxx  
Disso resulta que x−y deve ser múltiplo de p−2, e o 
mesmo deve acontecer com 2xy+p−4, ou com xy−1, o que 
determina as seguintes formas gerais para x e y: 
1)2(2]1)2[( r pqmpx  
1)2(2]1)2[( r pqnpy  
e deve-se tomar o mesmo sinal + ou – nas duas fórmulas. 
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m e n serão dois números inteiros de paridades 
diferentes, q um número inteiro qualquer (podendo ser nulo), 
todos os três escolhidos, todavia, de tal forma que a dupla 
condição (11) seja realizada. 
Em particular, com q = 0, as formas de x e de y 
representam números inteiros para todo valor de p. 
 
Números triangulares. — Para p = 3, tem-se 
Nλ = .2
)1λ(λ   
Esses são os números triangulares. 
As formas de x e de y se simplificam e se reduzem, para 
os dois grupos, à forma 
única 
 
 
 
Sendo m e n, então, dois números inteiros de paridades 
diferentes. 
Os números x e y deverão satisfazer seja à condição (10) 
12
12
 
 
qny
qmx
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3 2 t yyx  
seja à condição (11) 
3 2
2
1<3 2 d xyxx  
conforme o número y ou o número x é dado. 
Reencontra-se, assim, as fórmulas do 9º Problema. 
Observação. — Obter-se-á sempre, grupos de valores de 
λ, μ, ν, com λ = 1, fazendo 
,31 nux         3nuy   
sendo un e un+1 dois termos consecutivos da sequência 
fundamental de Pell (ver Capítulo V). Se un é par, obtém-se a 
primeira forma de λ; se un é ímpar, obtém-se a segunda forma de 
λ. 
EXEMPLOS. — 1º x = 2 3 , y = 3  dando13: 
λ = 1, μ = 7, ν = 10, ρ = 27 = 3 . 
2º x = 5 3 , y = 2 3  dando: 
                                                 
13 Nota dos Trad.: Como é fácil verificar, o primeiro número triangular é 1, o sétimo é 
28 e o décimo é 55. De fato, temos 1+27 = 28 e 28+27 = 55; desta forma, os três 
números estão em progressão aritmética, sendo a razão U = 27. Os outros exemplos 
seguem o mesmo padrão. 
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m e n de paridades diferentes 
         λ = 1, μ = 43, ν = 61, ρ = 945 = 3 ×5×7. 
3º x = 12 3 , y = 5 3  dando: 
            λ = 1, μ = 253, ν = 358, ρ = 32130 = 2×3 ×5×7×17. 
           etc., etc. 
 
Números pentagonais. — Para p = 5, tem-se 
Nλ = .2
)1λ3(λ   
Esses são os números pentagonais. 
Os dois grupos de formas de x e de y correspondentes às 
duas formas de λ são: 
56)13( r qmx       16)13( r qmx  
563  qny                16)13( r qny  
 
                                        mesmo sinal nas duas fórmulas; 
                      5 2 t yyx             5 2
2
1<5 2 d xyxx . 
Às primeiras formas, não podem corresponder quaisquer 
valores inteiros de x e de y, porque 6q+5 jamais é quadrado. 
m e n da mesma paridade; 
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As segundas formas dão valores inteiros de x e de y para 
todo valor de q de uma das duas formas q = 2π(3πr 1) e, em 
particular, para q = 0. 
Com as primeiras formas, os menores valores possíveis 
são: x = 8 5 , y = 3 5 . Disso deduz-se: 
λ = 6, μ = 61, ν = 86, ρ = 5500. 
Os três pentagonais correspondentes são: 
N6 = 51, N61 = 5551, N86 = 11051. 
Observações. — Geralmente, obter-se-á sempre o valor 
λ = 1, ao tomar x = un+1 5 , y = un 5 , sendo o número un um 
termo de índice múltiplo de 4 na sequência fundamental de Pell, 
e sendo o número un+1 o termo seguinte. Assim, x = 29 5 , y = 
12 5  dão: 
λ = 1, μ = 821, ν = 1161, ρ = 1010650. 
Com as segundas formas, se se faz x = 7, y = 4, obtém-se 
λ = 4, μ = 11, ν = 15, ρ = 154. 
Os três pentagonais correspondentes são: 
N4 = 22, N11 = 176, N15 = 330. 
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m e n de paridades diferentes 
– O triplo do pentagonal de ordem λ é igual ao triangular 
de ordem 3λ−1. 
Disso resulta que, a cada grupo de três pentagonais em 
progressão aritmética de razão ρ, corresponde um grupo de três 
triangulares em progressão aritmética de razão igual a 3ρ. 
 
Números heptagonais. — Para p = 7, tem-se 
Nλ = .2
)3λ5(λ   
Esses são os números heptagonais. 
Os dois grupos de formas de x e de y correspondentes às 
duas formas de λ são: 
710)15( r qmx      110)15( r qmx  
7105  qny              110)15( r qny  
 
mesmo sinal nas duas fórmulas; 
                     7 2 t yyx            7 2
2
1<7 2 d xyxx  
Com as primeiras formas, x e y jamais podem ser 
inteiros. 
m e n da mesma paridade; 
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Os menores valores são: x = 14 7 , y = 5 7 , donde14 
λ = 22, μ = 155, ν = 218, ρ = 7³×9×19. 
Com as segundas formas, x e y são inteiros se se toma 
como valor de q um número de uma das duas formas q = 2π(5π
r 1) e, em particular, q = 0. Os menores valores são: x = 9, y =4, 
que dão: 
λ = 1, μ = 10, ν = 14, ρ = 234 = 2×3 ×13. 
Os três heptagonais correspondentes são: 
N1 = 1, N10 = 235, N14 = 469. 
Em geral, encontra-se sempre λ = 1, com valores 
aceitáveis para μ e ν, se se toma como valores de y e de x dois 
termos consecutivos, ambos da forma 5α+1 ou ambos da forma 
5α−1, em uma das duas sequências conjugadas ∑ ou ∑' relativas 
ao valor p = 7 [Ver Capítulo V e também a Tábua III no fim do 
volume]. 
Em particular, novamente, tem-se, para x = 111, y = 46, 
os valores15 
λ = 1, μ = 1444, ν = 2042. 
 
                                                 
14 Nota dos Trad.: Há, no original, Q = 220. 
15 Nota dos Trad.: U = 5210673. 
440 
 
II. — p é o dobro de um número ímpar  
Tem-se: p = 2(2p'+1). 
A fórmula (2) pode ser simplificada e se escreve 
8p'N+(2p'+1)  = P'        com P' = ,
2
P  
e P' é sempre ímpar. 
Os números P'λ, P'μ, P'ν, têm seus quadrados em 
progressão aritmética. Os valores de λ, μ e ν são dados pelas 
fórmulas 
'4
1'2 2 ν
'4
1'2  μ
'4
1'2 2 λ
p
pyxyx
p
pyx
p
pyxyx
 
 
 
 
A segunda forma de λ, que seria 
'4
1'2 2 
p
pyxyx  , 
não deve ser considerada, porque com o mesmo se deduziria 
'2
1'22νλ p
pxy    
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o que é impossível. 
A razão da progressão tem como expressão 
'8
))((ρ p
yxyxxy   
As condições de possibilidade são: 
x e y de paridades diferentes (ou x  e y ); 
λ ≥ 1, o que necessita 
(12)                           1'2 2 t pyyx , 
ν > μ > λ, o que é sempre realizado com a 
condição (12), 
enfim, λ, μ, ν, inteiros. 
Ora, tem-se 
ν−λ = .
'p
xy  
Portanto, um dos dois números, x ou y, e apenas um, 
deverá ser múltiplo de p'. Como não pode ser x, é 
necessariamente y. 
Além disso, é necessário que y  seja par e, em 
consequência, x  ímpar, porque se y  fosse ímpar e x  par, y  
seria da forma 8t+1 e x  da forma 4t . Seria necessário, então, 
que ambos (2p'−1)+1 e (2p'−1)−1 sejam divisíveis por 4, o que é 
impossível. 
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Resta ainda a última condição de que x +2p'−1 seja um 
múltiplo de 4p'. Então, as formas gerais são 
1')24('2
1')24(]1'2[
 
r 
pqnpy
pqmpx
 
Os números m, n, q, são números inteiros quaisquer 
(podendo q ser nulo), escolhidos, todavia, de forma que a 
condição (12) seja satisfeita. 
Os números x e y serão inteiros para os valores de p' que 
podem tornar o número (4q+2)p'+1, com os valores 
determinados de q, um quadrado. Em particular, para q = 0, 
2p'+1 é quadrado para todo valor de p' que é da forma 2π(π+1), 
ou para todo valor de p dobro de um número quadrado ímpar. 
 
Números hexagonais. — Se, nas fórmulas, faz-se p' = 1, 
tem-se p = 6, o que corresponde aos números hexagonais. 
Nλ = λ(2λ−1). 
As formas de x e de y se tornam: 
3 2
342
34)12(
t
 
 
yyx
qny
qmx
 
Os números x e y jamais podem ser inteiros. 
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Encontra-se esses sob as mesmas condições que geraram 
os grupos de três números triangulares, todos de ordem ímpar, e 
em progressão aritmética, o que se explica a priori se for levado 
em conta que todo número hexagonal é igual a um triangular de 
ordem ímpar, e reciprocamente: 
Nλ = T2λ−1. 
 
EXEMPLO. — x = 5 3 , y = 2 3 dão: 
λ = 1, μ = 22, ν = 31, ρ = 945. 
Se se designa por Hα o hexagonal de ordem α, tem-se os 
seguintes três hexagonais em progressão aritmética: 
H1 = T1 = 1, H22 = T43 = 946, H31 = T61 = 1891. 
– Sempre obter-se-á, grupos de valores λ, μ e ν com λ = 
1, se se faz 
3
31
n
n
uy
ux
 
   
sendo un um termo de índice par da sequência fundamental de 
Pell, e un+1 o termo seguinte. 
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III. — p é múltiplo de 4 
 
Tem-se: p = 4p''. 
A fórmula (2) se simplifica novamente e pode ser escrita 
(2p''−1)N+(p''−1)² = P''²     com   P'' = .
4
P  
O número P'' é, conforme o caso, par ou ímpar. 
Os números P''λ, P''μ, P''ν, têm seus quadrados em 
progressão aritmética. 
Os valores de λ, μ e ν são dados pelas fórmulas 
1''2
1'' 2 λ 
 p
pyxyx    ou   
1''2
1'' 2 λ 
 p
pyxyx  
1''2
1''  μ 
 p
pyx  
1''2
1'' 2 ν 
 p
pyxyx . 
A razão da progressão tem como expressão 
1''2
))((4ρ 
 p
yxyxxy . 
Os números x e y podem ser de qualquer paridade. 
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Raciocinando como anteriormente, verifica-se facilmente 
que: 
Com a primeira forma de λ, ambos os números y e 
x +p''−1, ou y e x²−p'', devem ser múltiplos de 2p''−1, e que 
deve-se ter 
(13)                            .'' 2 pyyx t   
Disso, resultam as seguintes formas gerais para x e y: 
'')1''2(1)''2(
'')1''2(]11)''2[(
ppqnpy
ppqmpx
 
r 
 
Os números m, n, q, são inteiros quaisquer, escolhidos, 
contudo, para que a condição (13) seja satisfeita. 
Os números x e y serão inteiros para todo valor de p'' que 
torna o número q(2p''−1)+p'' quadrado para valores 
determinados de q. Em particular, se se tomar q = 0, ter-se-á 
valores inteiros de x e de y para todo valor de p'' igual a um 
quadrado, ou para todo valor de p igual a um quadrado par. 
Com a segunda forma de λ, para que se tenha 
1 ≤ λ < μ < ν, 
é necessário a dupla condição 
(14)                  '' 2
2
1<'' 2 pxypxx d . 
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Para que os três números sejam inteiros, será necessário 
que x−y seja múltiplo de 2p''−1, assim como 2xy+p''−1, ou 
4xy−1. 
Disso, deduz-se as formas gerais de x e de y: 
1)1''2(
2
11)''2(
1)1''2(
2
11)''2(
r 
r 
pqnpy
pqmpx
 
e deve-se adotar o mesmo sinal nas duas fórmulas. 
Ambos os números m e n serão ímpares, q será um 
número inteiro qualquer (podendo ser nulo). A dupla condição 
(14) deverá ser satisfeita. 
 
Números quadrados. — Tem-se: p'' = 1, p = 4, Nλ = λ². 
Os números x e y são sujeitos à única condição de que x 
> y. As formas são: 
qny
qmx
 
 
 
Os números m e n são inteiros quaisquer, com m > n. 
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m e n ímpares; 
Esse caso particular foi estudado detalhadamente no 8º 
Problema. 
Números octogonais. — Tem-se: p''= 2, p = 8, Nλ = 
λ(3λ−2).  
Esses são os números octogonais. 
Os dois grupos de formas de x e de y correspondentes às 
duas formas de λ são: 
23)13( r qmx       13
2
13 r qmx  
233  qny                13
2
13 r qny  
 
mesmo sinal nas duas fórmulas; 
 
                       2 2 t yyx                 2 2
2
1<2 2 d xyxx . 
Com as primeiras formas, x e y jamais são inteiros. 
Se se faz x = 8 2 , y = 3 2 , obtém-se: 
λ = 5, μ = 49, ν = 69, ρ = 7040 = 27×5×11. 
Se se faz x = 29 2 , y = 12 2 , obtém-se: 
λ = 1, μ = 657, ν = 929, ρ = 17×29×41×64. 
m e n de qualquer paridade; 
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[Mesma observação que para os pentagonais, no que 
concerne à procura de valores de x e de y que dão λ = 1, 
substituindo 5 por 2 ]. 
— Com as segundas formas, x e y são inteiros para todo 
valor de q que torna o número 3q+1 quadrado, ou seja, para as 
formas q = π(3πr 2) e, em particular, para q igual a: 0, 1, 5, 8, 
16, etc. 
Se se toma x = 7, y = 4, obtém-se os valores: 
λ = 8, μ = 22, ν = 30, ρ = 1232 = 7×11×16. 
Se se toma x = 41, y = 17, reencontra-se os valores 
λ = 1, μ = 657, ν = 929, 
já obtidos com as primeiras formas, para x = 29 2 , y = 12 2 . 
Isso se explica se observamos que os dois pares de 
números geradores x e y geram dois triângulos retângulos 
secundários (a, b, c) e (a', b', c') idênticos, mas nos quais os 
catetos são invertidos: a' = b, b' = a e, em consequência, 
a'−b' = b−a = 2.
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CAPÍTULO IX 
ESTUDO DA EQUAÇÃO INDETERMINADA 
a²+b²+c² = d² 
 
1. Soluções em números inteiros da equação 
indeterminada a²+b²+c² = d². 
Esse problema não apresenta o mesmo interesse que o da 
investigação das soluções em números inteiros da equação 
indeterminada em dois termos, a +b  = c , e de suas 
propriedades. Com efeito, é fácil de estabelecer que a um valor 
qualquer tomado como o número a sempre corresponderá um 
número ilimitado de grupos de valores para b, c e, em 
consequência, d. 
I. — Do mesmo modo como havíamos mostrado (no 
primeiro capítulo) que, em toda relação a +b  = c  em números 
inteiros, pelo menos um dos dois números a ou b é sempre par, 
estabeleceremos que em toda relação em três termos, a +b +c  = 
d , pelo menos dois dos três números a, b, c são sempre pares. 
1º a, b e c não podem ser, todos os três, ímpares. 
Em outros termos, a soma dos quadrados de três 
números ímpares jamais pode ser um quadrado. 
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Com efeito, o quadrado de todo número ímpar é da 
forma 8p+1. Portanto, a soma de três números quadrados dessa 
forma é um número ímpar da forma 8P+3, que jamais pode ser 
quadrado. 
2º a e b não podem ser ambos ímpares, mesmo se c for 
par. 
Com efeito, se a e b fossem ímpares, a soma a +b  seria 
um número simplesmente par, ou seja, não múltiplo de 4. Como 
c  é múltiplo de 4, a soma a +b +c  seria um número 
simplesmente par e, em consequência, jamais poderia ser o 
quadrado de um número inteiro par d. 
Portanto, pelo menos dois dos três números a, b, c, são 
sempre pares. 
 
II. É, sem dúvida, possível imaginar um grande número 
de métodos para procurar soluções em números inteiros da 
equação a +b +c  = d , obtidos quando o número a, por 
exemplo, é dado. 
Limitar-nos-emos a indicar quatro. 
1º MÉTODO. — Pomos 
a+b = d. 
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Então, 
(a+b)  = a +b +2ab = d . 
O problema se reduz a resolver, em números inteiros, a 
equação 
2ab = c . 
Pode-se tomar como valor de a um número inteiro 
qualquer; b é determinado, então, pela condição de que o 
produto a×2b seja um quadrado. 
Se se tomar a = 1, dever-se-á ter 
2b = c . 
Se n é um número inteiro qualquer, pode-se fazer 
b = 2n . 
Ter-se-á em seguida 
c = 2n 
d = 1+2n . 
Se se tomar a = 2, poder-se-á fazer 
b = (2n+1)  
e depois  
c = 2(2n+1) 
d = 2+(2n+1) . 
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Todas as outras soluções possíveis se reduzem a um dos 
casos precedentes, quando se toma como valor de a um número 
inteiro > 2. 
Observação. — Nas relações em dois termos, a +b  = c , 
os números a e b jamais podem ser iguais. 
Nas relações em três termos, a +b +c  = d , todos os três 
números a, b, c não podem ser iguais, mas dois deles podem ser 
iguais. 
Em particular, se se faz 
b = c = 2a 
deduz-se  
d = 3a. 
2º MÉTODO. — Todo número ímpar é a diferença dos 
quadrados de dois números inteiros consecutivos. 
Tem-se a identidade 
(1)                               m = 2n+1 = (n+1)²−n . 
Se n for ímpar, m será da forma 4p+3. 
Se n for par, m será da forma 4p+1. 
Ora, sabemos (ver Capítulo III) que todo número primo 
da forma 4p+1 e, também, todo número composto ímpar, que só 
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admite como fatores primos números da forma 4p+1, é uma 
soma de dois quadrados. 
Se, portanto, o número m satisfaz essa condição, pode-se 
escrever 
m = a +b , 
e, levando em consideração a relação (1), 
a +b +n  = (n+1) . 
O número n é sempre par, assim como um dos dois 
números a ou b. 
 
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — 1º m = 5. 
Então n = 2, a = 1, b = 2, donde a relação 
1 +2 +2  = 3 . 
2º m = 13. 
Então n = 6, a = 2, b = 3, donde a relação 
2 +3 +6  = 7 . 
3º m = 65. 
Então n = 32.   65 = 1 +8  = 4 +7   
donde temos as duas relações 
1 +8 +32  = 33  
4 +7 +32  = 33  
etc., etc. 
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3º MÉTODO. — Tomemos como valores de a e de b os 
dois catetos de um triângulo retângulo em números inteiros, 
sendo γ a hipotenusa. Tem-se, portanto, 
(2)                                     a +b² = γ². 
Todos os números γ assim considerados figuram como 
valores de um dos catetos em um ou vários triângulos retângulos 
em números inteiros.  
Seja 
(3)                                     γ²+c  = d  
um desses triângulos. 
Se se adiciona as relações (2) e (3) membro a membro, 
obtemos 
(4)                                    a +b +c  = d .  
EXEMPLOS NUMÉRICOS. — 1º O menor triângulo 
retângulo em números inteiros é 
3 +4  = 5 . 
Sua hipotenusa 5 é cateto do triângulo 
5 +12  = 13 . 
Tem-se, portanto, 
3 +4 +12  = 13 . 
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2º O número 25 é hipotenusa de dois triângulos e cateto 
de dois outros triângulos. Obtém-se, portanto, com o referido 
número, as 4 relações 
  7 +24 +  60  =   65  
15 +20 +  60  =   65  
  7 +24 +312  = 313  
15 +20 +312  = 313  
etc., etc. 
 
Observação. — Sendo pelo menos dois dos três números 
a, b, c sempre pares, não pode existir relações primitivas 
a +b +c  = d , ao menos no sentido que corresponde à definição 
que temos dado para os triângulos α²+β² = γ², ou seja, os três 
números a, b, c, jamais são primos entre si, dois a dois, de todas 
as formas possíveis. 
Não obstante, por analogia com as relações em dois 
termos, denominaremos primitiva toda relação em três termos na 
qual todos os três números do primeiro membro a, b, c, não têm 
um mesmo divisor comum. A relação oferece, então, a mesma 
característica que a dos triângulos primitivos, a saber, que ela é 
irredutível a uma relação semelhante tendo termos menores. 
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Mas embora, quando se procura triângulos primitivos, há 
uma única espécie de relação em três termos, é fácil constatar 
que, nas relações em três termos, há três graus de 
irredutibilidade, conforme que o termo ímpar a admite um 
divisor comum com b e um divisor comum diferente com c, ou 
que a seja primo com um dos dois outros termos, b ou c, ou 
enfim, que ele seja primo com os dois termos pares. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS 
1º Caso:                          15 +20 +312  = 313  
2º Caso:                            3 +  4 +  12  =   13  
3º Caso:                            7 +24 +  60  =   65 . 
Essas três relações são irredutíveis, mas com 
características diferentes se compararmos dois a dois os termos 
dos primeiros membros. 
4º MÉTODO. — Pode-se também fixar arbitrariamente os 
valores simultâneos de dois termos, a e b, embora sob a 
condição de que pelo menos um dos dois números escolhidos 
seja par. Poder-se-á sempre determinar um ou vários pares de 
valores correspondentes para c e d. 
Com efeito, a relação a +b +c  = d  pode ser escrita sob a 
forma 
a +b  = d²−c  = (d+c)(d−c). 
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Pomos, então, 
d+c = λ 
d−c = μ. 
Tem-se, assim, o sistema 
a +b² = λμ = γ 
2
μλ  c  
.
2
μλ  d   
Os números c e d serão inteiros se λ e μ são da mesma 
paridade, o que é sempre realizado, posto que ao menos um dos 
dois números a ou b é par. 
Existirá o mesmo tanto de pares de valores c e d quanto 
há de maneiras de decompor o número γ em um produto de dois 
fatores da mesma paridade. 
Se γ é um número primo, os dois fatores serão 
necessariamente λ = γ, μ = 1. Haverá apenas uma única 
decomposição possível. 
Da mesma forma, se γ for o produto de 4 por um número 
primo, só se pode pôr 
,
2
γλ     μ = 2. 
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EXEMPLOS NUMÉRICOS. — 1º Tomemos  
a = 3 
b = 8 
Então,                                     a +b² = γ = 73. 
Disso, se deduz                              c = 36 
d = 37 
donde temos a relação única 
3 +8 +36  = 37 . 
2º Tomemos  
a =   4 
b = 10 
Então,        a +b² = γ = 116 = 4×29. 
Faz-se 
 
e depois  
donde temos a relação única 
4 +10 +28  = 30 . 
 
λ = 58 
μ =   2 
c = 28 
d = 30 
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3º Tomemos 
 
 
Então,             a +b² = γ = 205 = 41×5. 
Pode-se fazer 
 
 
ou  
 
 
Haverá, assim, duas relações: 
3 +14 +  18  =   23  
3 +14 +102  = 103 . 
4º Tomemos 
 
 
Então 
a +b² = γ = 136 = 34×4 = 68×2 
a =   3 
b = 14 
λ = 41 
μ =   5 
c = 18 
d = 23 
donde 
λ = 205 
μ =     1 
c = 102 
d = 103 
donde 
a =   6 
b = 10 
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donde temos as duas relações 
6 +10 +15  = 19  
6 +10 +33  = 35 . 
Observação. — Quando um dos dois números 
escolhidos, a ou b, for ímpar, encontra-se sempre para c um 
número par e para d um número ímpar. Sabemos porque não 
pode ser de outra forma. 
Quando os dois números escolhidos, a e b, são pares, há 
três casos possíveis. 
Se um dos dois números é simplesmente par e se o outro 
é múltiplo de 4, sempre obtém-se para c e para d valores pares. 
Se ambos a e b são simplesmente pares, ou se ambos são 
múltiplos de 4, poder-se-á obter para c e d valores ímpares. 
Com efeito, para que c e d sejam ímpares, é necessário e 
suficiente que os números λ+μ e λ−μ sejam simplesmente pares. 
Como λ e μ são sempre pares, é necessário que um seja múltiplo 
de 4 e que o outro não o seja. É necessário, portanto, que o 
produto λμ, ou seja, a soma a +b , seja um múltiplo de 8. 
Se a é múltiplo de 4 e se b é o dobro de um número 
ímpar, b  é o produto de 4 por um número ímpar; então, a soma 
a +b  não é múltiplo de 8; ela é sempre da forma 
a +b² = λμ = 4(2P+1). 
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A única decomposição possível será 
 
 
que sempre dará para c e d dois números pares consecutivos. 
Nesse caso (que é o do 2º exemplo numérico estudado 
acima), a relação a +b +c  = d , assim obtida, pode ser reduzida 
a outra mais simples a' +b' +c'  = d' , cujos termos serão, 
respectivamente, as metades dos termos a, b, c, d, e os dois 
números b' e d' serão ímpares. 
Se ambos a e b são múltiplos de 4, a +b  é sempre 
múltiplo de 8 (posto que é múltiplo de 16). Haverá pelo menos 
uma decomposição que dará valores ímpares para c e d, a saber, 
a que corresponderá ao valor μ = 2. 
Se ambos a e b são simplesmente pares, pode-se pôr 
a = 2(2α+1) 
b = 2(2β+1) 
donde 
a +b  = 8(4p+1). 
λ = 2(2P+1) 
μ = 2, 
462 
 
Pode-se ainda fazer μ = 2 e obter para valor 
correspondente de λ um múltiplo de 4, o que dará valores 
ímpares para c e para d. 
Em resumo, deve-se concluir dessa discussão que, na 
escolha dos números a e b, pode-se limitar aos seguintes três 
casos: 1º um dos dois números é ímpar; 2º ambos são 
simplesmente pares; 3º ambos são múltiplos de 4. 
INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA DA RELAÇÃO a +b +c  EM 
NÚMERO INTEIROS. – Ao considerarmos (fig. 9) o prisma reto à 
base retangular ABCDA'B'C'D', sejam os lados das faces AB, 
AC e AA' mensurados, respectivamente, pelos números inteiros 
a, b e c, e a diagonal AD', que atravessa o sólido, é mensurada 
pelo número inteiro d. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 9. 
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Por analogia com os números hipotenusas γ nos 
triângulos retângulos α²+β² = γ², denominaremos os números d 
de números diagonais. 
2. Investigação das relações a +b +c  = d  a partir do 
número diagonal d. – Descobrimos, ao longo do estudo das 
propriedades dos triângulos retângulos em números inteiros, 
α²+β² = γ², que nem todo número inteiro pode ser valor de γ. 
Recordamos que, para um número γ ser hipotenusa, é necessário 
e suficiente que admita como divisor pelo menos um número 
primo da forma 4n+1. 
Do mesmo modo, nem todo número inteiro pode ser 
valor de d nas relações em três termos 
a +b +c  = d . 
Por exemplo, não existe nenhum sistema de valores 
inteiros para a, b, c se tomarmos d = 2, ou 4, ou 5, ou 8, ou 
10,.....  
Propomo-nos a investigar quais são os números inteiros 
que, a priori, podem ser escolhidos como diagonais, e indicar as 
decomposições correspondentes. 
Para começar, estabeleceremos que todo número primo, 
exceto 1, 2 e 5, é diagonal. 
Com isso estabelecido, poder-se-á concluir que os únicos 
números inteiros que não podem ser diagonais são: as potências 
de 2 e seus produtos por 5. 
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Estudaremos, a seguir, o problema de determinar as 
relações irredutíveis que se pode obter com um número ímpar 
não-primo, tomado como diagonal. 
PROPOSIÇÃO FUNDAMENTAL. — Todo número inteiro é a 
soma de 4 quadrados ou de um número menor de quadrados. 
Lagrange e Euler demonstraram essa proposição, que 
havia sido enunciada por Fermat, e que admitiremos.1 
Todo número primo > 2 é de uma das formas 4n+1 ou 
4n−1. Portanto, distinguiremos dois casos: 
1º TEOREMA — Todo número primo d maior que 5 e da 
forma 4n+1 é diagonal na relação a +b +c  = d , 
necessariamente irredutível. 
Com efeito, todo número primo > 3 e da forma 4n+1 é 
uma soma de dois quadrados diferentes e, em consequência, 
hipotenusa de um triângulo retângulo primitivo em números 
inteiros 
α²+β² = d . 
                                                 
1 Nota dos Trad.: O teorema foi enunciado por Bachet de Méziriac em 1621 e ele 
verificou que é válido para os números até 325. Por isso, o mesmo era às vezes 
chamado de ―Teorema de Bachet‖. Fermat generalizou o teorema para somas de 
números poligonais. Euler não provou o teorema, mas obteve vários resultados 
parciais. Mencionou, numa carta a Goldbach de 1748, o resultado básico de que o 
produto de dois números que são somas de quatro quadrados também é uma soma de 
quatro quadrados. A demonstração de Lagrange é contido no seu artigo 
―Dèmonstration d’um Théorèm d’Aritmétique‖, publicado nas Nouveaux Mémoires 
de l’Académie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin em 1770. 
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Demonstramos (no primeiro capítulo) que um dos três 
números α, β, d, sempre é múltiplo de 5. 
Se d não o é, então é α ou β que é divisível por 5. Como 
o número 5 é hipotenusa, o mesmo acontece com todos seus 
múltiplos; portanto, α ou β sempre será hipotenusa de um ou 
vários triângulos retângulos. 
Se é β, pode-se pôr 
β² = O²+μ². 
Disto, resulta que 
α²+O²+μ² = d . 
Portanto, o número d é diagonal. 
Observação. — O número 5, embora primo e da forma 
4n+1, escapa do teorema precedente, porque é hipotenusa do 
único triângulo 3 +4  = 5 , e os números 3 e 4 não são 
hipotenusas. 
Mas todas as potências de 5, à partir de 5 , são diagonais, 
porque eles são hipotenusas de triângulos secundários derivados 
do triângulo primitivo (3,4,5), cujos catetos são múltiplos de 5. 
Em particular, tem-se 
25  = 15 +20 . 
e os números 15 e 20 são ambos hipotenusas. 
Portanto, o número 5  = 25 é assim diagonal duas vezes. 
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2º TEOREMA. — Todo número primo d da forma 4n−1 é 
diagonal na relação a +b +c  = d , necessariamente irredutível. 
Com efeito, um número desse tipo nem é quadrado, nem 
é a soma de dois quadrados. Portanto, é soma de 3 ou de 4 
quadrados. 
Pomos 
d = α²+ β²+γ²+δ², 
podendo δ ser nulo. 
Tem-se a identidade: 
d² = [α²+ β²+γ²+δ²]² 
    = [α²+ β²−γ²−δ²]²+4(αγ−βδ)²+4(αδ+βγ)². 
O segundo membro é uma soma de três quadrados, dos 
quais nenhum pode ser nulo. Se, com efeito, um fosse nulo, d  
seria uma soma de dois quadrados e, em consequência também 
d, o que é impossível. 
Se dois dos quadrados do segundo membro fossem nulos 
ao mesmo tempo, ter-se-ia os casos: 
α²+β² = γ²+δ²,    donde    d = 2(α²+β²), 
ou  
γ = 0    e   δ = 0,     donde    d = α²+β². 
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Nos dois casos chega-se a uma impossibilidade. 
— Se δ = 0, ou seja, se o número d é uma soma de 
apenas três quadrados, a decomposição precedente torna-se 
d² = [α²+β²+γ²]² = [α²+β²−γ²]²+(2αγ)²+(2βγ)². 
O número d é novamente diagonal. 
Assim, os dois teoremas precedentes estabelecem que 
todo número primo é diagonal, exceto, contudo, os três números 
1, 2 e 5.  
Havíamos descoberto, de outra parte, que as potências de 
5, à partir de 5 , são diagonais. 
Disto resulta que todo número inteiro, exceto a unidade, 
as potências de 2 e seus produtos por 5, são diagonais. Os 
primeiros  números  excluídos  dessa proposição, portanto, são 
1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 32, 40, 64, 80, 128, 160, 256, 320, ... 
Agora estabeleceremos alguns teoremas segundo os 
quais um número ímpar, não primo, d, também pode ser 
diagonal de relações irredutíveis, e que geram os valores obtidos 
para os correspondentes números a, b, c. 
1º Se o número ímpar d é da forma α²+2β², tem-se 
d² = (α²+2β²)² = α4+4α²β²+4β4. 
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Portanto, pode-se pôr 
a = α² 
b = 2αβ 
c =2β2. 
Se α, que é ímpar, é primo com β, a relação obtida é 
irredutível. 
 
2º Se o número d é da forma α(α+1)+1, ele gera a relação 
irredutível 
d  = α +(α+1) +[α(α+1)] . 
 
3º O número d = 2p+1 será diagonal pelo menos uma vez 
na relação irredutível a +b +c  = d , se 4p+1 = 2d−1 for soma 
de dois quadrados. 
Essa propriedade resulta imediatamente da identidade: 
d  = (2p+1)  = 4p+1+(2p)  = 2d−1+(d−1)  
Se podemos pôr 
4p+1 = a +b  
teremos 
c = 2p = d−1. 
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4º O número d = 2p+1, se d não é múltiplo de 5, é 
diagonal pelo menos uma vez na relação irredutível a +b +c  = 
d , se 4p−3 = 2d−5 é quadrado ou soma de dois quadrados. 
[Supõe-se d > 5.] 
Tem-se, com efeito, a identidade 
d  = 5(2d−5)+(d−5) . 
Se 2d−5 é quadrado, pode-se pôr 
2d−5 = δ² 
donde 
d−5 = 
2
5 G . 
Far-se-á então 
a = δ 
b = 2δ 
c = 
2
5 G  
e ter-se-á 
a +b +c  = 
2
2
5 
»¼
º
«¬
ª G = d . 
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A relação assim obtida será irredutível se a e c são 
primos entre si, o que sempre será realizado, exceto, contudo, no 
caso em que δ seja múltiplo de 5; nesse caso d também será 
múltiplo de 5. 
Se 2d−5 é soma de dois quadrados, pode-se pôr 
2d−5 = λ²+μ² 
e sempre terá ao menos duas decomposições possíveis: 
5(λ²+μ²) = (λ+2μ)²+(2λ−μ)² = a +b  
5(λ²+μ²) = (λ−2μ)²+(2λ+μ)² = a1 +b1 . 
Essas duas decomposições jamais serão idênticas, porque 
para tanto seria necessário λ = μ, o que é impossível, posto que 
2d−5 é ímpar. 
Far-se-á, nos dois casos, c = c1 = d−5. 
As relações obtidas sempre serão irredutíveis, porque se 
d não for múltiplo de 5, d e d−5 sempre são dois números 
primos entre si. 
 
5º O número d =2p+1, para d > 3, é diagonal pelo menos 
uma vez na relação irredutível a +b +c  = d , se 2p−1 = d−2 é 
soma de dois quadrados, ou quadrado. 
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Tem-se, com efeito, a identidade 
d  = 8(d−2)+(d−4) . 
Se d−2 é soma de dois quadrados, ter-se-á 
d−2 = λ²+μ² 
8(d−2) = [2(λ+μ)]²+[2(λ−μ)]². 
Portanto, pode-se fazer 
a = d−4 
b = 2(λ−μ) 
c = 2(λ+μ) 
A relação sempre será irredutível, porque a e d sempre 
são primos entre si. 
Se d−2 é um quadrado, isto é, se μ = 0, far-se-á 
a = d−4 
b = c = 2λ. 
6º: TEOREMA. — Todo número primo maior que 1 e de 
uma das formas 8p+1 ou 8p+3 é decomponível de uma única 
maneira como soma de um quadrado (ímpar) e do dobro de um 
quadrado (par no primeiro caso, ímpar no segundo), primos 
entre si (LAGRANGE). 
Portanto, tem-se, sempre em números inteiros, uma das 
duas decomposições 
8p+1 = (2x+1) +2(2y)2 
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ou 
8p+3 = (2x+1) +2(2y+1)2. 
7º: TEOREMA. — Todo número ímpar m, maior que 1, no 
qual todos os divisores primos são de uma das formas 8p+1 ou 
8p+3, é decomponível na soma do quadrado e do dobro do 
quadrado de dois números primos entre si, e isso de 2μ−1 
maneiras diferentes, sendo μ o número de fatores primos 
diferentes que ocorrem na composição do número m. 
8º: TEOREMA. — Se um número m é decomponível na 
soma do quadrado e do dobro do quadrado de dois números 
primos entre si, o mesmo acontece com todo divisor de m. 
[Para as demonstrações desses três últimos teoremas, que 
não podem ser estabelecidas por considerações elementares, 
remetemos o leitor à interessante obra de M. E. CAHEN2, 
intitulada Elementos da Teoria dos Números, páginas 306 e 
seguintes]. 
1º COROLÁRIO. — O quadrado de um número primo d de 
uma das formas 8p+1 ou 8p+3 é sempre decomponível de uma 
única maneira na soma de um quadrado ímpar e do dobro de 
um quadrado par. 
                                                 
2 Nota dos Trad.: O matemático francês Eugène Cahen (1865-1923?) publicou o 
referido livro em Paris no ano de 1900 na editora Gauthier-Villars. 
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Isso é uma consequência imediata do Teorema 7º. Os 
números primos d de uma dessas duas formas sempre são, 
portanto, diagonais em uma relação a +b +c  = d , na qual se 
tem a igualdade b = c, a saber: 
(1)                               d  = a +2b . 
9º: TEOREMA. — A toda decomposição tal que (1) d  = 
α²+2β², sempre corresponde pelo menos uma outra 
decomposição d  = a12+β²+c12 na qual os três números a1, β e c1 
são todos diferentes, se d é um número primo maior que 5. 
Para começar, recordemos que na relação d² = α²+2β², α 
é um número ímpar, β um número par e, além disso, α e β são 
primos entre si. 
Essa relação pode ser escrita 
d²−β² = (d+β)(d−β) = α²+β² 
Sendo o produto dos dois fatores d+β e d−β uma soma 
de dois quadrados, cada um desses fatores é uma soma de dois 
quadrados (ver Capítulo III). 
Pode-se pôr 
d+β = λ²+μ² 
d−β = λ'²+μ'². 
474 
 
Sabemos também que o produto (d+β)(d−β) é uma soma 
de dois quadrados de duas maneiras diferentes e que tem-se  
d²−β² = (λλ'+μμ')²+(λμ'−μλ')² 
          = (λλ'−μμ')²+(λμ'+μλ')². 
Uma dessas duas decomposições é igual à α²+β². 
A outra será igual a a12+c12, sendo os números a1 e c1 
diferentes um do outro, e também de α e de β, pois λ e μ não 
podem ser iguais, λ' e μ' também não, e enfim a decomposição 
(1) é única.  
Observação. — Se um dos dois fatores d+β ou d−β é 
decomponível de várias maneiras em uma soma de dois 
quadrados, haverá vários pares de valores possíveis para a1 e c1. 
EXEMPLOS NUMÉRICOS3 
 17  = 1 +12 +12  
17  = 9 +12 +8  
 
19  = 17 +6 +6  
19  = 1 +6 +18  
  19  = 15 +6 +10  
                                                 
3 Nota dos Trad. No primeiro exemplo temos 172–122 = (17+12)(17–12) = 29×5. Mas, 
29 = 25+4 e 5 = 4+1. Assim, O = 5, P = 2, O' = 2 e P' = 1. O segundo exemplo é 
semelhante, exceto pelo fato de que d+E = 25 tem duas decomposições: 42+32 e 52+02. 
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2o COROLÁRIO. — Conforme o Teorema 7º, se se 
multiplica números primos de uma das duas formas 8p+1 ou 
8p+3, forma-se números ímpares d que sempre serão diagonais 
nas relações irredutíveis da forma d² = α²+2β², sendo α e β 
números primos entre si e de paridades diferentes. 
Se, por exemplo, tem-se 
d = δ'×δ'' 
e que  
δ'² = α'²+2β'² 
δ''² = α''²+2β''², 
 
deduz-se: 
d = δ'²×δ''² = (α'α''+2β'β'')²+2(α'β''−β'α'')² = α²+2β² 
                     = (α'α''−2β'β'')²+2(α'β''+β'α'')² = α1²+2β1 . 
 
Obter-se-á também as decomposições análogas, nas 
quais α e β não serão mais primos entre si, escrevendo 
d² = (α'δ'')²+2(β'δ'')² 
d² = (α''δ')²+2(β''δ')² 
etc., etc. 
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– Pode-se imaginar, sem dúvida, um grande número de 
outras decomposições do quadrado de um número ímpar em 
uma soma de três quadrados. Mas os teoremas estabelecidos 
acima serviram para mostrar que, com certos números ímpares, 
pode-se obter um número considerável de decomposições. 
EXEMPLO NUMÉRICO. — Tomemos d = 57. 
Temos 
d = 3×19.      d  = 3249. 
1º d é da forma α²+2β², com 
α = 5 
β = 4. 
Portanto, pode-se escrever: 
(1)                              57  = 25 +40 +32 . 
2º d é da forma α(α+1)+1, com α = 7. 
Portanto, pode-se escrever: 
(2)                               57  = 7 +8 +56 . 
3º 2d−1 = 113. É um número primo da forma 4p+1; é, 
portanto, a soma de dois quadrados: 113 = 7 +8 . 
Reencontra-se, assim, a decomposição (2) já registrada. 
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4º 2d−5 = 109. Também é um número primo que é uma 
soma de dois quadrados. Tem-se 109 = 3 +10 . 
Portanto, pode-se aplicar as decomposições 
d  = 5(2d−5)+(d−5) . 
Far-se-á c = 52. 
De outra parte, 5×109 = 545, que é soma de dois 
quadrados de duas maneiras: 
545 = 17 +16  
545 = 23 +4 . 
Obtém-se, assim, as duas decomposições  
(3)                            57  = 17 +16 +52  
(4)                            57  = 23 +4 +52 . 
5º Visto que os fatores primos de 57 são 3 e 19 e que 
ambos são da forma 8p+3, o Teorema 7º (do presente capítulo) é 
aplicável ao número 57. Ele fornece duas decomposições 
irredutíveis, com dois quadrados iguais, e duas decomposições 
secundárias deduzidas das que correspondem a 3 e a 19, também 
com dois quadrados iguais: 
(5)                             57  = 41 +28 +28  
(6)                             57  =   7 +40 +40 . 
(7)                             57  = 19 +38 +38  
(8)                             57  = 51 +18 +18 . 
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Retomemos a decomposição (5). Tem-se:        
41 +28  = 2465 = 5×17×29. 
Os três fatores primos 5, 17, 29, são todos somas de dois 
quadrados. Seu produto 2465 é, portanto, decomponível de 4 
maneiras diferentes em uma soma de dois quadrados (ver 
Capítulo III). Além da decomposição acima, tem-se ainda: 
(9)                  2465 = 23 +44 ,   donde   57  = 23 +28 +44  
(10)                2465 = 47 +16 ,   donde   57  = 47 +28 +16  
(11)                2465 = 49 +  8 ,   donde   57  = 49 +28 +  8  
 Retomemos, da mesma forma, a decomposição (6). Tem-se: 
7 +40  = 1649 = 17×97. 
O número 1649 é decomponível em uma soma de dois 
quadrados de uma segunda maneira. Tem-se também: 
1649 = 25 +32 . 
Recai-se sob a decomposição (1) para o número 57 . 
6º Enfim, 57, considerado sucessivamente como múltiplo 
de 3 e de 19, gera tantas decomposições que esses dois números 
haviam gerado. 
Tem-se: 
3  = 1 +2 +2 ,   donde   57  = 19 +38 +38 . 
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Reencontra-se a decomposição (7). 
Em seguida: 
já achada (8)     19  = 17 +6 +  6 ,     donde    57  = 51 +18 +18  
(12)                   19  = 15 +6 +10 ,     donde    57  = 45 +18 +30  
(13)                   19  =   1 +6 +18 ,     donde    57  =   3 +18 +54  
Entre estas 13 decomposições, há 9 irredutíveis: as seis 
primeiras, a 9ª, a 10ª e a 11ª. 
 
Observação relativa às potências de 5. — Temos 
descoberto acima, a propósito do 1º Teorema (do presente 
capítulo), que o número 5, embora primo e da forma 4n+1, não é 
diagonal. 
O número 5  = 25 é ao mesmo tempo quadrado e soma 
de dois quadrados, mas não é soma de três quadrados. 
O número 5  = 25 é, contudo, diagonal duas vezes, 
porque é hipotenusa de um triângulo retângulo secundário 
15 +20  = 25  
cujos dois catetos, sendo múltiplos de 5, são hipotenusas. Tem-
se, com efeito: 
15  = 9 +12  
20  = 12 +16  
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donde temos as duas decomposições 
25  =   9 +12 +20  
25  = 15 +12 +16  
Essas duas decomposições são irredutíveis. 
Do mesmo modo, 5  = 125 é hipotenusa de três 
triângulos: 
125  =   75 +100  
125  =   35 +120  
(p)                                 125  = 117 +  44 . 
Tem-se, de outra parte, 
75  = 21 +72                                       100  = 60 +80  
75  = 45 +60                                       100  = 28 +96  
em seguida: 
  35  = 21 +28  
120  = 72 +96  
e enfim: 
 117  = 45 +108 . 
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Dessas diversas relações, resultam as seguintes 7 
decomposições para o número 125 : 
125  = 21 +72 +100  
        = 21 +28 +120  
        = 35 +72 +  96  
        = 45 +44 +108  
        = 75 +28 +  96  
        = 45 +60 +100  
        = 75 +60 +  80 . 
As 5 primeiras são irredutíveis. 
 
RESUMO. — Todos os números inteiros, exceto: 1, 2, 5 e 
as potências de 2 e seus produtos por 5, são diagonais nas 
relações a +b +c  = d  em números inteiros. 
Eis, para completar esse Estudo, uma demonstração 
direta da impossibilidade das potências de 2 e seus produtos por 
5 serem diagonais: 
Se 2α fosse diagonal, poder-se-ia determinar um número 
ímpar p < 2α, e pôr 
22α = (2α−p) +p(2α+1−p), 
e então o produto p(2α+1−p) poderia ser decomposto em uma 
soma de dois quadrados, o que exige que os próprios dois 
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fatores p e 2α+1−p sejam somas de dois quadrados, ou que um 
deles seja soma de dois quadrados e o outro quadrado. 
Então, p deve ser da forma 4n+1, e resulta disto que 
2α+1−p é da forma 4n'−1, e portanto, não pode ser quadrado, nem 
soma de dois quadrados. 
Demonstra-se da mesma maneira que os números da 
forma 5×2α jamais podem ser diagonais, escrevendo 
[5×2α]  = [5×2α−p] +p[5×2α+1−p], 
sendo p um número não-múltiplo de 5. 
Então, os dois números p e (2α+1×5−p) não podem ser 
ambos da mesma forma linear 4n+1. 
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TÁBUA DE TRIÂNGULOS PRIMITIVOS 
TÁBUA I 
 
Todos os triângulos primitivos a +b  = c , em números 
inteiros, obtidos tomando para valores de a ou de b de 3 a 300. 
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TÁBUA I (continuação) 
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TÁBUA DOS TRIÂNGULOS PRIMITIVOS 
TÁBUA I (continuação e final) 
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Notas dos Tradutores Referentes à Tábua I. 
 
1. Itens em itálico são repetições de itens anteriores, devido 
a inversão da ordem dos catetos. Itálico no original. 
 
2. Itens em negrito são retificações dos tradutores. Cada 
retificação é comentada a seguir: 
 
a. (64, 1023, 1025): 
O texto original tem (64, 1123, 1125), que não é um 
triângulo pitagórico. Os geradores da retificação são 
(32, 1). 
 
b. (84, 187, 205): 
No original tem (8  , 187, 205). O espaço entre o 8 e 
a vírgula indica que isto é uma falha de impressão. 
 
c. (140, 4899, 4901): 
O texto original tem (140, 3899, 4901) que não é um 
triângulo pitagórico. Os geradores da retificação são 
(70, 1). 
 
d. (153, 104, 185): 
O texto original tem (153, 104, 5). 
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e. (153, 11704, 11705): 
O texto original tem (153, 1704, 11705) que não é 
um triângulo pitagórico. Os geradores da retificação 
são (77, 76). 
 
f. (165, 52, 173): 
No original tem (165, 52, 193). O item 
correspondente, (52, 165, 173), é dado corretamente. 
 
g. (212, 2805, 2813): 
O texto original tem (212, 2780, 2788), que não é um 
triângulo pitagórico. Os geradores da retificação são 
(53, 2). 
 
h. (276, 4757, 4765): 
O texto original tem (276, 5757, 5765), que não é um 
triângulo pitagórico. Os geradores da retificação são 
(69, 2). 
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TÁBUA DOS TRIÂNGULOS COM a OU b = 840 
TÁBUA II 
Todos os triângulos a +b  = c , em números inteiros, obtidos 
com a ou b = 840. 
 
 O número 840, tomado como valor de a ou de b, dá, portanto, 
67 relações a +b  = c , a saber, 8 primitivas e 59 secundárias. 
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TÁBUA DE SEQUÊNCIAS CONJUGADAS 
 
TÁBUA III 
 
Valores dos primeiros termos das sequências conjugadas ∑ e ∑' 
e das sequências derivadas T e T', para os valores de p = 8qr 1 
até p = 113. 
  
491 
 
TÁBUA DE SEQUÊNCIAS CONJUGADAS 
 
TÁBUA III (continuação e final) 
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Nota dos Tradutores Referente à Tábua III. 
 
Na primeira coluna, a expressão ―Sinal +‖ 
indica que p = 8q+1, enquanto ―Sinal –‖ indica 
que p = 8q–1. 
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